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Prologo

Estas notas de 
lase y guía de estudio para el 
urso genéri
o de Cál
ulo II (111051 M)

tienen 
omo objetivo dire

ionar y apoyar el trabajo en el 
urso, 
on el �n fundamental

de que los estudiantes tengan un mejor aprove
hamiento de los 
ontenidos y temas

presentados.

El 
ontenido de este material es bási
o en el desarrollo del 
urso genéri
o de Cál
ulo

II. En estas notas se han in
luido diversos ejemplos en 
ada se

ión, los 
uales ilustran

explí
itamente el nivel y profundidad del 
urso. Adi
ionalmente, se han in
luido

ejer
i
ios varios en 
ada se

ión, así 
omo una evalua
ión típi
a en 
ada uno de los


apítulos.

Este material está dividido en tres grandes 
apítulos que 
ubren el 
urso de Cál
ulo

II. El primer 
apítulo 
orresponde al desarrollo del 
on
epto de integral inde�nida (o

antiderivada, o primitiva) y los distintos métodos de integra
ión. El segundo 
apítulo

está dedi
ado al 
on
epto de integral de�nida, el Teorema Fundamental del Cál
ulo y

algunas apli
a
iones de la integral de�nida (área, volúmenes, longitud de ar
o y áreas

de super�
ies de revolu
ión). El ter
er 
apítulo está dedi
ado fundamentalmente a las

series numéri
as y series de poten
ias, 
omplementado 
on el estudio de la regla de

L'H�pital (
ál
ulo de límites) y las integrales impropias.

Espe
ial agrade
imiento al Profesor Álvaro Garzón R. (Universidad del Valle) por

sus aportes para mejorar la presenta
ión de algunos temas y al Profesor Gilberto

Arenas D. (Universidad Industrial de Santander) por la elabora
ión de las grá�
as

en esta versión de las notas.
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Capítulo 1

La integral inde�nida

En esta se

ión nos proponemos de�nir un pro
edimiento inverso al pro
eso de

deriva
ión estudiado en el Curso de Cál
ulo I, denominado Antiderivada o

integra
ión.

En primer lugar, re
ordemos que el pro
eso de deriva
ión 
onsiste en asignar a una

fun
ión dada f una nueva fun
ión denominada su derivada y denotada f ′
, a través

del límite del 
o
iente de Newton. De la de�ni
ión de la derivada, la 
orresponden
ia

que asigna a f su derivada f ′
está bien de�nida en el sentido en que f ′

es determinada

de forma úni
a por la fun
ión f .

Para ilustrar este pro
eso inverso a la deriva
ión 
onsideremos primero un ejemplo

sen
illo. Sea g la fun
ión de�nida 
omo g(x) = x3 + 3e−2x
. Observemos que g(0) = 3

y que la derivada de la fun
ión g viene dada por

g′(x) = 3x2 − 6e−2x = f(x).

Consideremos ahora el problema �inverso� aso
iado 
on la deriva
ión. Es de
ir, dada

la fun
ión f(x) = 3x2 − 6e−2x
, estamos interesados en veri�
ar la existen
ia de una

fun
ión diferen
iable g que satisfaga la e
ua
ión �diferen
ial�

g′(x) = f(x).

Claramente en este 
aso sabemos que la fun
ión g(x) = x3 + 3e−2x
satisfa
e la

e
ua
ión. Sin embargo, notemos que para 
ada 
onstante c ∈ R, la familia de fun
iones

gc(x) = x3 + 3e−2x + c

es tal que g′c(x) = 3x2 − 6e−2x
. En otras palabras, para 
ada c ∈ R, la fun
ión gc

también es solu
ión de la e
ua
ión �diferen
ial�

g′(x) = f(x).

7



8 1. LA INTEGRAL INDEFINIDA

Observemos que si estamos interesados en en
ontrar una solu
ión de la e
ua
ión

g′(x) = f(x) sujeta a la 
ondi
ión g(0) = 3,

enton
es es ne
esario es
oger la 
onstante c de tal forma que gc(0) = 3. En este 
aso,

3 = gc(0) = (0)3 + 3e−2(0) + c = 3 + c ⇔ c = 0.

Como sabíamos desde el prin
ipio, la solu
ión del problema propuesto es la fun
ión

g0(x) = g(x) = x3 + 3e−2x (c = 0).

Consideremos ahora el problema de en
ontrar una fun
ión diferen
iable g que satisfaga
{

g′(t) = 5t4 + 10t,

g(1) = 3.

Note que para 
ada c ∈ R, la fun
ión gc(t) = t5 + 5t2 + c satisfa
e la e
ua
ión

�diferen
ial�

g′(t) = 5t4 + 10t.

Para resolver el problema, es ne
esario es
oger c de tal forma que gc(1) = 3. Es de
ir,

3 = gc(1) = (1)5 + 5(1)2 + c = 1+ 5 + c ⇔ c = −3.

En otras palabras la solu
ión de la e
ua
ión �diferen
ial� g′(t) = 5t4 +10t, sujeta a la


ondi
ión g(1) = 3 es

g−3(t) = t5 + 5t2 − 3.

En general, dada una fun
ión arbitraria f de�nida en un intervalo abierto I, estamos

interesados en resolver el problema de en
ontrar una fun
ión diferen
iable g que

satisfaga la e
ua
ión

(1.1) g′(x) = f(x), x ∈ I.

La e
ua
ión (1.1) se denomina e
ua
ión diferen
ial ordinaria de primer orden.

Como veremos en las apli
a
iones, en algunos problemas de interés, la e
ua
ión

diferen
ial (1.1) viene junto 
on una 
ondi
ión ini
ial de la forma

g(x0) = y0,

lo que signi�
a que la fun
ión g debe satisfa
er la e
ua
ión diferen
ial y además g

debe tener el valor y0 al ser evaluada en x0. En este 
aso de
imos que g satisfa
e el

problema de valor ini
ial

(1.2) g′(x) = f(x), x ∈ I, sujeta a la 
ondi
ión ini
ial g(x0) = y0.
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La importan
ia de estudiar problemas de valor ini
ial de la forma (1.2) apare
en

de forma natural 
uando 
omprendemos que algunas leyes naturales de tipo físi
o,

quími
o o biológi
o, son des
ritas mediante e
ua
iones diferen
iales de primer orden.

Con el �n de ilustrar lo anterior, vamos a 
onsiderar algunos modelos naturales de

interés:

Movimiento re
tilíneo.

Modelos de 
re
imiento/de
re
imento (pobla
iones, ley de enfriamiento de

Newton).

Movimiento re
tilíneo. Vamos a 
onsiderar una partí
ula que se mueve sujeta a

una fuerza dada a lo largo de una línea re
ta 
on fun
ión posi
ión x(t). De nuestro


urso de Físi
a bási
a sabemos que la velo
idad de la partí
ula v(t) viene 
ara
terizada


omo la varia
ión de la fun
ión posi
ión 
on respe
to al tiempo. Es de
ir,

x′(t) =
dx(t)

dt
= v(t).

Más aún, la a
elera
ión de la partí
ula a(t) viene 
ara
terizada 
omo la varia
ión de

la fun
ión velo
idad 
on respe
to al tiempo. Esto es,

v′(t) =
dv(t)

dt
= a(t).

Ejemplo 1.1. La a
elera
ión de una partí
ula que se mueve en un plano 
on

movimiento re
tilíneo está dada por a(t) = 3t3 + 2t2 + t + 2. Cal
ule las fun
iones

velo
idad v(t) y posi
ión x(t), sabiendo que v(0) = 3 y x(0) = 5.

Solu
ión. Re
ordemos que la razón de 
ambio de la fun
ión velo
idad se denomina

a
elera
ión. Es de
ir

v′(t) = a(t) = 3t3 + 2t2 + t+ 2.

Enton
es podemos tomar 
omo solu
ión a la fun
ión

v(t) =
3

4
t4 +

2

3
t3 +

1

2
t2 + 2t+ c.

Con el �n de satisfa
er la 
ondi
ión v(0) = 3, tenemos que es
oger apropiadamente

la 
onstante c. Para ello,

3 = v(0) =
3

4
(0)4 +

2

3
(0)3 +

1

2
(0)2 + 2(0) + c = c.

Enton
es 
on
luimos que c = 3. Es de
ir, tendremos que la fun
ión velo
idad es

v(t) =
3

4
t4 +

2

3
t3 +

1

2
t2 + 2t+ 3.
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Ahora, 
ono
iendo la fun
ión velo
idad, la fun
ión posi
ión x(t) satisfa
e

x′(t) = v(t), sujeta a la 
ondi
ión x(0) = 5.

Por lo tanto,

x(t) =
3

20
t5 +

1

6
t4 +

1

6
t3 + t2 + 3t+ c.

Ahora es
ogemos c tal que x(0) = 5. Es de
ir,

5 = x(0) =
3

20
(0)5 +

1

6
(0)4 +

1

6
(0)3 + (0)2 + 3(0) + c = c.

De donde, c = 5. En 
on
lusión, la fun
ión posi
ión tiene la forma

x(t) =
3

20
t5 +

1

6
t4 +

1

6
t3 + t2 + 3t+ 5.

Movimiento re
tilíneo uniformemente a
elerado. En este 
aso, vamos a


onsiderar un movimiento re
tilíneo uniformemente a
elerado horizontal o verti
al

sujeto a una fun
ión a
elera
ión 
onstante. Es de
ir, 
uando a(t) = a0, para todo t.

Para des
ribir las e
ua
iones que rigen el movimiento, vamos a suponer que la posi
ión

ini
ial x(0) y la velo
idad ini
ial v(0) de la partí
ula en el instante t = 0 vienen dadas

por

x(0) = x0, v(0) = v0.

Ini
iaremos en
ontrando la fun
ión velo
idad v(t). Es de
ir, vamos a resolver

v′(t) = a0, sujeto a que v(0) = v0.

De nuestro 
urso de Cál
ulo I sabemos que una fun
ión 
andidata a ser la velo
idad

es f(t) = a0t pues su derivada f ′(t) = a0 es 
onstante. Sin embargo, esta fun
ión

no ne
esariamente satisfa
e la 
ondi
ión f(0) = v0. Como observamos en el primer

ejemplo, para 
ualquier 
onstante c, la fun
ión v(t) = a0t+ c también tiene derivada


onstante v′(t) = a0. Para �nalizar, debemos es
oger c de tal forma que v(0) = v0.

Es de
ir,

v0 = v(0) = a0(0) + c = c,

y por lo tanto, la fun
ión velo
idad viene dada 
omo v(t) = a0t+ v0. Para en
ontrar

x(t) ne
esitamos resolver

x′(t) = v(t) = a0t+ v0, sujeto a que x(0) = x0.

Notemos que una fun
ión 
andidata a ser la fun
ión posi
ión x(t) es,

x(t) =
a0
2
t2 + v0t+ c1,
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para 
ualquier 
onstante c1, pues su derivada es x′(t) = a0t + v0. Para �nalizar,

debemos tomar c1 de tal forma que x(0) = x0. Es de
ir,

x0 = x(0) =
a0
2
(0) + v0(0) + c1 = c1,

y por lo tanto, la fun
ión posi
ión de la partí
ula viene dada por

(1.3) x(t) =
a0
2
t2 + v0t+ x0.

Ejemplo 1.2. Un automóvil viaja a 100 km/h 
uando el 
ondu
tor observa que se

ha presentado un a

idente a 80 metros adelante y frena rápidamente. Determine el

valor de la desa
elera
ión 
onstante que se requiere para detener a tiempo el automóvil

antes de que o
urra una nueva 
olisión.

Solu
ión. Re
ordemos que las e
ua
iones que rigen un movimiento re
tílineo

horizontal son

x(t) =
1

2
at+ v0t+ x0, v(t) = at+ v0, x(0) = x0, v0 = v(0).

En este 
aso, supongamos que el movimiento se ini
ia justo 
uando el 
ondu
tor

apli
ar los frenos. Es de
ir,

x(0) = x0 = 0, v(0) = v0 = 100 km/h.

De modo que las e
ua
iones toman la forma

x(t) =
1

2
at2 + 100t, v(t) = at+ 100.

Supongamos que tp es el tiempo que le toma al 
arro parar. Es de
ir, v(tp) = 0.

En otras palabras, la e
ua
ión de la velo
idad en el tiempo de parada en t = tp se


onvierte en

0 = v(tp) = atp + 100 ⇔ a = −100

tp
.

Dado que la posi
ión �nal en el tiempo de parada tp es x(tp) = 0,08 km, enton
es

podemos 
al
ular el tiempo de parada tp reemplazando el valor de la a
elera
ión en

la e
ua
ión x(tp) = 0,08, en
ontrando que

x(tp) = −1

2

100

tp
(tp)

2 + 100tp = −50tp + 100tp = 0,08 ⇔ tp =
0,08

50
= 0,0016 h.

Por lo tanto, la a
elera
ión es a = −100

tp
= − 100

0,0016
km/h2. Note que la a
elera
ión es

negativa debido a que se produ
e una 
ambio de una velo
idad mayor a una velo
idad

menor.
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En el 
aso de un movimiento verti
al denotaremos la fun
ión posi
ión 
omo y(t)

(altura) y supondremos que el movimiento se realiza ha
ia abajo. Si suponemos que

la úni
a fuerza que a
túa sobre la partí
ula es la gravedad, enton
es la a
elera
ión


onstante es a0 = −g, donde g es la 
onstante gravita
ional (g = 9,8 m/seg
2
o

g = 32 pies/seg
2
). En este 
aso la fun
ión posi
ión y(t) sujeta a las 
ondi
iones

ini
iales y(0) = y0 (altura ini
ial) y v(0) = v0 es

(1.4) y(t) = −g

2
t2 + v0t+ y0.

Ejemplo 1.3. Si se suelta una pelota desde lo alto de un edi�
io que tiene 960 pies

de altura, determine el tiempo que tarda la pelota en golpear el suelo y 
úal es la

velo
idad 
on que golpea el suelo.

Solu
ión. Re
ordemos que las e
ua
iones que rigen un movimiento re
tílineo verti
al

sujeto a la a

ión de la fuerza de la gravedad (a = −32 pies/s2) son

y(t) = −16t2 + v0t+ y0, v(t) = −32t+ v0, y(0) = y0, v0 = v(0).

En este 
aso, supongamos que el movimiento se ini
ia justo 
uando se lanza la pelota.

Es de
ir,

y(0) = 960 y v(0) = 0.

De modo que las e
ua
iones toman la forma

y(t) = −16t2 + 960 y v(t) = −32t.

Si t∗ denota el tiempo de llegada al suelo de la pelota, enton
es se tiene que y(t∗) = 0.

Es de
ir que

y(t∗) = −16(t∗)2 + 960 = 0 ⇔ t∗ =

√

960

16
=

√
60 = 2

√
15.

Por lo tanto, la velo
idad �nal de la pelota es

vf = v(t∗) = −32(2
√
15) = −64

√
15 pies/seg

2
.

En este 
aso, la velo
idad resulta ser negativa dado que el in
remento en la posi
ión

va de un mayor a un menor valor.
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E
ua
ión diferen
ial para modelos de 
re
imiento o de
re
imiento. Los

modelos de 
re
imiento o de
re
imiento están 
ara
terizados 
omo aquellos en los


uales la varia
ión de una 
antidad H 
on respe
to al tiempo es propor
ional a la

misma 
antidad H . Es de
ir, la 
antidad H satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial ordinaria

(1.5)

dH(t)

dt
= kH(t)

donde la 
onstante de propor
ionalidad k determina el 
re
imiento (k > 0) o el

de
re
imiento (k < 0) de la 
antidad H .

Para resolver esta e
ua
ión notemos que si H(t) 6= 0, enton
es

H ′(t)

H(t)
= k.

De otro lado, re
ordando la derivada de la fun
ión logaritmo y utilizando la Regla de

la Cadena 
on
luimos que

d

dt
[ln(H(t))] =

H ′(t)

H(t)
= k.

Si de�nimos la fun
ión g(t) = ln(H(t)), enton
es tenemos que g satisfa
e la simple

e
ua
ión diferen
ial

g′(t) = k,


uya solu
ión para 
ualquier 
onstante c tiene la forma

g(t) = kt+ c.

En otras palabras,

g(t) = ln(H(t)) = kt+ c ⇔ H(t) = eln(H(t)) = ekt+c = ecekt = c1e
kt,

donde c1 = ec > 0. Esto es, la solu
ión de la e
ua
ión diferen
ial

dH(t)

dt
= kH(t).

tiene la forma general H(t) = c1e
kt
, donde c1 es la 
onstante positiva dada por

c1 = H(0).
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Modelos pobla
ionales. Consideremos un modelo de pobla
iones en el 
ual las

tasas de na
imiento y mortalidad son 
onstantes. En este 
aso tenemos que la varia
ión

de la pobla
ión P es propor
ional a la pobla
ión P . Es de
ir, para alguna 
onstante

k, la fun
ión pobla
ión P satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial

(1.6)

dP (t)

dt
= kP.

De la dis
usión anterior, la solu
ión tiene la forma P (t) = c1e
kt
. Más aún, c1 = P (0).

De modo que la solu
ión tiene la forma P (t) = P (0)ekt.

Ejemplo 1.4. Una pobla
ión P (t) de ba
terias presente en una 
uerpo infe
tado 
re
e

a una tasa propor
ional a su tamaño (P ′(t) = kP (t) 
on k > 0). A primera hora en

la mañana la pobla
ión era de 100 000 ba
terias y dos horas después era de 5000 000

ba
terias. Determinar el número de ba
terias presentes en la infe

ión un día después

(24 horas). Si el número de ba
terias máxima que puede resistir el 
uerpo infe
tado

es de 1050, determine el número de horas de vida que tiene el 
uerpo infe
tado.

Solu
ión. De la dis
usión anterior, P (0) = 100 000, P (2) = 5000 000 y el número de

ba
terias en el tiempo t es

P (t) = P (0)ekt = 100 000ekt.

Para resolver 
ompletamente el problema ne
esitamos 
al
ular el valor de k. Dado

que P (2) = 5000 000, enton
es

P (2) = 5000 000 = 100 000e2k ⇔ e2k = 50 ⇔ ek =
√
50.

En 
onse
uen
ia,

P (t) = 100 000ekt = 100 000(ek)t = 100 000(
√
50)t = 100 000(50)

t
2 .

Así que P (24) = 100 000(5012) = 5121017 es el número de ba
terias un día después del

ini
io de la infe

ión. Finalmente, el número de horas de vida t0 que tiene el 
uerpo

infe
tado satisfa
e la e
ua
ión P (t0) = 1050. Es de
ir,

P (t0) = 1050 = 100 000(50)
t0
2 = 1050 ⇔ (50)

t0
2 = 1045 ⇔ t0 =

90

log10(50)
.
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Ley de enfriamiento de Newton. La ley de enfriamiento de Newton estable
e

que la varia
ión de la temperatura T de un 
uerpo es propor
ional a la diferen
ia

entre la temperatura T y la temperatura del medio ambiente TA. Es de
ir, la fun
ión

temperatura T satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial

(1.7)

dT (t)

dt
= k(T − TA).

Note que esta se puede resolver mediante una sustitu
ión simple que la transforma

en la e
ua
ión general del modelo de 
re
imiento/de
re
imiento presentado

anteriormente. En efe
to, de�namos G = T − TA. Enton
es G satisfa
e la e
ua
ión

diferen
ial

dG(t)

dt
= kG(t).

Así que para alguna 
onstante positiva c, la solu
ión tiene la forma, G(t) = cek (en

realidad c = G(0)). En 
onse
uen
ia, la temperatura del 
uerpo viene dado por

G(t) = cekt ⇔ T (t)− TA = cekt ⇔ T (t) = cekt + TA.

Notemos que T (0) = c+ TA. Es de
ir que c = T (0)− TA.

Ejemplo 1.5. Un pastel se sa
a del horno a 350 grados F y se deja enfriar en una

habita
ión a 75 grados F. Si la temperatura del pastel des
endió en media hora a 200

grado F. Determinar la temperatura tres horas después de haber sa
ado el pastel del

horno.

Solu
ión. De la dis
usión anterior,

dT (t)

dt
= k(T − TA), T (t) = cekt + TA y c = T (0)− TA.

En este 
aso, la temperatura ambiente es TA = 75, T (0) = 350, T (12 ) = 200. Estamos

interesados en determinar T (3). Ahora, c = T (0)−TA = 350−75 = 275. Por lo tanto,

la temperatura T (t) en 
ualquier instante t es

T (t) = cekt + TA = 275ekt + 75.

Para determinar T 
ompletamente debemos 
al
ular k. Para ello usemos la 
ondi
ión

T
(
1
2

)
= 200. Es de
ir,

T

(
1

2

)

= 275e
k
2 + 75 = 200 ⇔ e

k
2 =

125

275
=

5

11
⇔ ek =

(
5

11

)2

.
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De donde 
on
luimos que

T (t) = 275

(
5

11

)2t

+ 75,

y la temperatura tres horas después es

T (3) = 275

(
5

11

)6

+ 75 ≈ 77,425◦F.

Ejer
i
ios

1. Resuelva las e
ua
iones diferen
iables 
on 
ondi
iones ini
iales

a)

dg

dh
= 2h+ 1; g(0) = 3. b)

ds

dt
=

√
t; s(4) = 0.


)

dw

dt
=

1√
t+ 2

; w(2) = −1. d)

dT

dm
= 3m3 +

2

m2
; T (1) = 1.

e)

dr

ds
= (s− 1)3; r(0) = 2. f )

dR

dl
=

1√
l − 13

; R(17) = 3.

2. Luis arroja una pelota ha
ia arriba, desde el suelo, 
on una velo
idad ini
ial de 97

pies/seg. ¾A qué altura sube la pelota y por 
uánto tiempo permane
e en el aire?

3. Mauri
io suelta una piedra a un pozo; ésta llega al fondo 3 segundos después. ¾Cuál

es la profundidad del pozo?

4. Os
ar arroja una pelota ha
ia arriba, 
on una velo
idad ini
ial de 48 pies/seg,

desde la parte superior de un edi�
io de altura 160 pies. La pelota 
ae al suelo

en la base del edi�
io. ¾Cuánto tiempo permane
e la pelota en el aire y 
on qué

velo
idad golpea el suelo?

5. Se suelta una pelota desde lo más alto del Empire State Building, a 960 pies de

altura sobre la 
alle 34. ¾Cuánto tiempo tarda la pelota en llegar a la 
alle y 
on

qué velo
idad la golpea?

6. Jhon arroja una piedra ha
ia arriba, desde el suelo. La piedra al
anza una altura

máxima de 225 pies de altura. ¾Cuál era su velo
idad ini
ial?

7. Ni
olas arroja una pelota de tenis ha
ia arriba, desde la parte superior de un edi�
io

de 400 pies de altura 
on velo
idad ini
ial v0 = 80 pies/seg. ¾Cuánto tiempo tarda

la pelota en llegar al suelo? ¾Con qué velo
idad golpea el suelo?

8. Se arroja una pelota ha
ia arriba, desde el suelo, 
on una velo
idad ini
ial de

160 pies/seg. ¾Cuál es la altura máxima que al
anza la pelota?
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9. Valeria arroja una pelota de béisbol ha
ia abajo, 
on una velo
idad ini
ial de

40 pies/seg, desde lo alto del monumento a Washington, de 555 pies de altura.

¾Cuánto tarda la pelota en llegar al suelo y 
on qué velo
idad lo golpea?

10. Se suelta una bomba desde un globo a una altura de 800 pies. Dire
tamente debajo

del globo, se lanza un proye
til ha
ia arriba, ha
ia la bomba, exa
tamente dos

segundos después del lanzamiento de la bomba. ¾Con qué velo
idad ini
ial debe

dispararse el proye
til para que 
hoque 
on la bomba a una altura exa
ta de 400

pies?

11. Un auto que viaja a 60 millas/hora (exa
tamente 88 pies/seg) se desplaza 176 pies

después de apli
ar sus frenos. La desa
elera
ión que propor
ionan los frenos es


onstante. ¾Cuál es el valor de ésta?

12. Una pobla
ión de ba
terias 
re
e a una tasa propor
ional a su tamaño. Al prin
ipio

es de 20 000 y después de 10 días es de 30 000.

a) Determine la pobla
ión después de 30 días.

b) ¾Cuánto tardará la pobla
ión de ba
terias en tripli
arse?

13. Un termómetro registró −20 grados 
entígrados en el exterior y después entró a

una 
asa en donde la temperatura era de 24 grados 
entígrados. Después de 5

minutos, el termómetro registró 0 grados 
entígrados. ¾Cuándo mar
ará 20 grados


entígrados?

14. Modelo de mez
las. Considere un tanque 
on un volumen dado V0 el 
ual


ontiene una solu
ión. Un problema simple de mez
las 
onsiste en vertir en el

tanque una sustan
ia a una razón y drenar la mez
la a una 
ierta razón. Si

suponemos que S(t) representa la 
antidad de sustan
ia en el instante t, enton
es

se puede mostrar que la varia
ión de la 
antidad de sustan
ias S′(t) viene dada

por una e
ua
ión diferen
ial de la forma

(1.8)

dS(t)

dt
= α(t)− β(t)S(t),

para algunas fun
iones α y β, que dependen de las razones de entrada y salida, y

del volumen en el tiempo t. Si suponemos que la razón de entrada re y la razón de

salida rs de la sustan
ia son 
onstantes iguales. Enton
es, el volumen en el tiempo

t es 
onstante e igual a V = V0. Además,

dS(t)

dt
= (razón de entrada)− (razón de salida),
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donde

razón de entrada = (
on
entra
ión de entrada) · (rapidez de entrada)

= (Ce · re)
(

kg

min

)

= α

(
kg

min

)

.

Similarmente tenemos que

razón de salida = (
on
entra
ión de salida) · (rapidez de salida)

=

(
S(t)

V0
· rs
)(

kg

min

)

=

(
rs
V0

)

S(t)

(
kg

min

)

= βS(t)

(
kg

min

)

.

De donde S satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial

dS(t)

dt
= α− βS(t),


on α y β 
onstantes. Muestre que este modelo se puede rees
ribir apropiadamente


omo

dS(t)

dt
= −β(S − SA), donde SA =

α

β
.

Muestre que la 
antidad de solu
ión S(t) viene dada por

S(t) = ce−βt + SA = ce−βt +
α

β
,

donde c = S(0)− SA (utili
e la fórmula para la ley de enfriamiento de Newton).

Considere un tanque de volumen V0 = 5 000 litros de agua que 
ontiene 50 kg de

sal. Si al tanque se le vierte salmuera que 
ontiene 0.05 kg de sal por litro de agua,

a una razón de 50 litros por minuto, y si se drena del tanque solu
ión 
on una

rapidez de 50 litros por minuto, determine la 
antidad de sal que permane
e en el

tanque después de media hora.

1.1. Antiderivadas

Defini
ión 1.6 (Antiderivada). Diremos que la fun
ión F es una antiderivada o

una primitiva para la fun
ión f en un intervalo abierto I, si F satisfa
e la e
ua
ión

(1.9) F ′(x) = f(x),

para todo x ∈ I.
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Observemos que si una fun
ión f tiene una antiderivada o primitiva F , enton
es

sabemos que en realidad tiene in�nitas antiderivadas o primitivas, pues para 
ada


onstante c ∈ R, la familia de fun
iones

Fc(x) = F (x) + c

también es una antiderivada o primitiva de f . De otro lado, supongamos que f

tiene antiderivadas g y h sobre un intervalo abierto I. Enton
es nos preguntamos

que rela
ión existe entre g y h. Notemos que g′(x) = f(x) y h′(x) = f(x) sobre el

intervalo abierto I. Por lo tanto, la fun
ión H = g − h es tal que

H ′(x) = g′(x) − h′(x) = f(x) − f(x) = 0, x ∈ I.

Como 
onse
uen
ia de lo anterior, H debe ser una fun
ión 
onstante sobre I, dado

que I es un intervalo abierto. Es de
ir, existe una 
onstante c ∈ R tal que

H(x) = c, x ∈ I ⇔ g(x) = h(x) + c, x ∈ I.

En otras palabras, hemos demostrado el siguiente resultado que 
ara
teriza la

antiderivada general para una fun
ión dada.

Teorema 1.7 (Antiderivada general). Si F es una antiderivada para f sobre

el intervalo abierto I, enton
es para toda 
onstante c, F (x) + c también es una

antiderivada para f sobre el intervalo I. Más aún, si F y G son antiderivadas para

f en un intervalo abierto I, enton
es F (x) − G(x) = c sobre I, donde c es una


onstante. En otra palabras, la antiderivada más general para f sobre un intervalo

abierto tiene la forma F (x)+ c, donde F es una antiderivada 
ualquiera para f sobre

el intervalo I.

Defini
ión 1.8 (Integral inde�nida). Llamaremos integral inde�nida de f sobre

un intervalo abierto I, denotada 
omo

∫

f(x) dx,

al 
onjunto de todas las antiderivadas o primitivas de f sobre I.

Como 
onse
uen
ia de la de�ni
ión de integral inde�nida y el Teorema 1.7,

∫

f(x) dx = F (x) + c

donde F es una antiderivada o una primitiva y c ∈ R.
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Observa
ión 1.9. Note que los siguientes he
hos muestran formalmente 
omo la

antideriva
ión y la deriva
ión son pro
esos esen
ialmente inversos. En efe
to, si F es

una antiderivada de f , enton
es la antiderivada general de f viene dada por

∫

f(x) dx = F (x) + c.

Por lo tanto,

d

dx

(∫

f(x) dx

)

=
d

dx
(F (x) + c) = F ′(x) = f(x).

De otro lado, si f es diferen
iable se tiene que

∫

f ′(x) dx = f(x) + c, c ∈ R,

dado que la fun
ión f es una antiderivada de f ′
.

Ejemplos 1.10. En
ontrar una antiderivada para las siguientes fun
iones dadas

a) h(y) = 3y2 + 4y + 6. b) u(x) = cos(x). 
) w(z) = ez + 3.

Solu
ión. a). Estamos interesados en en
ontrar una fun
ión diferen
iable g tal que

g′(y) = 3y2 + 4y + 6.

En este 
aso, por simple inspe

ión observamos que g(y) = y3 + 2y2 + 6y es una

antiderivada de h(y) = 3y2 + 4y + 6. Más aún, la fun
ión g1(y) = y3 + 2y2 + 6y + 2

también es una antiderivada de h. ¾En qué se diferen
ian estas dos fun
iones?

b). Queremos en
ontrar una fun
ión g 
uya derivada sea u(x) = cos(x) y sabemos

que la fun
ión g(x) = sen(x) es tal que

d

dx
sen(x) = cos(x).

Por lo tanto, podemos 
on
luir que g(x) = sen(x) es una antiderivada de la fun
ión

u(x) = cos(x).


). Re
ordemos del 
urso de Cál
ulo I que la derivada de la fun
ión exponen
ial

h(z) = ez es la misma fun
ión exponen
ial. Es de
ir, h′(z) = ez = h(z). Por lo tanto,

una antiderivada de la fun
ión w(z) = ez + 3 es la fun
ión g1(z) = ez + 3z + 1, 
omo

también lo son las fun
iones g2(z) = ez + 3z + 3, o g4(z) = ez + 3z + 4, o de forma

general ¾gc(z) = ?
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Utilizando las propiedades de linealidad para fun
iones diferen
iables, es posible

obtener las siguientes propiedades de linealidad para antiderivadas.

Teorema 1.11 (Propiedades de linealidad).

a)

∫

[f(x) + g(x)] dx =

∫

f(x) dx+

∫

g(x) dx.

b)

∫

αf(x) dx = α

∫

f(x) dx.

Ejemplo 1.12. 1.- Determinar la antiderivada general o integral inde�nida para las

fun
iones dadas.

a) f(x) = 2.
2

u
1
2

b) g(x) = 4x5 + 3.
2

u
1
2


) h(u) =
2

u
1
2

.

d) i(z) = sen(4z)− 2e2z. e) k(y) = cos
(
y
5

)
− 3y−

2
3
.

2.- Resolver la e
ua
ión diferen
ial 
on 
ondi
ión ini
ial

dy

dx
= 4x3 − 2x+ 3, sujeto a la 
ondi
ión ini
ial y(2) = 10.

Solu
ión. 1.- a) La integral inde�nida de la fun
ión f(x) = 2 se simboliza 
omo

∫

2 dx. En este 
aso, para c ∈ R,

∫

2 dx = 2

∫

1 dx = 2x+ c.

b) Para c ∈ R,

∫

(4x5 + 3) dx = 4

∫

x5 dx+ 3

∫

1 dx = 4

(
x6

6

)

+ 3x+ c =
2

3
x6 + 3x+ c.


) Para c ∈ R,

∫
2

u
1
2

du = 2

∫

u− 1
2 du = 2

(

u
1
2

1
2

)

+ c = 4u
1
2 + c.

d) Para c ∈ R,

∫

(sen(4z)− 2e2z) dz =
− cos(4z)

4
− 2

(
e2z

2

)

+ c = −1

4
cos(4z)− e2z + c.
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e) Para c ∈ R,

∫ (

cos
(y

5

)

− 3y−
2
3

)

dy = 5 sen
(y

5

)

− 3
y

1
3

1
3

+ c = 5 sen
(y

5

)

− 9y
1
3 + c.

2) Re
ordemos que resolver la e
ua
ión diferen
ial

dy

dx
= 4x3 − 2x+ 3 es equivalente a

en
ontrar una antiderivada y(x) para la fun
ión f(x) = 4x3−2x+3. En este 
aso, para

toda 
onstante c, la antiderivada general de f tiene la forma y(x) = x4 − x2 + 3x+ c.

Finalmente, queremos una solu
ión de la e
ua
ión diferen
ias, sujeta a la 
ondi
ión

ini
ial y(2) = 10. por tanto, debemos es
oger c tal que

y(2) = 24 − 22 + 3(2) + c = 10 ⇔ c = −8.

En otras palabras y(x) = x4 − x2 + 3x− 8 es la solu
ión deseada.

Ejemplo 1.13. En el siguiente ejemplo vamos a visualizar de forma geométri
a qué

rela
ión existe entre la grá�
a de f y la grá�
a de una de sus antiderivadas. Más


on
retamente, 
onsidere dada la grá�
a de una fun
ión f .

1 2 3−1−2−3

1

2

3

x

y
y = f(x)

0

Figura 1.1.1: Grá�
a de la fun
ión f .

a) Ha
er un bosquejo de la grá�
a de una antiderivada G para fun
ión f tal que

G(0) = 0.

b) Ha
er un bosquejo de la grá�
a de una antiderivada H para fun
ión f tal que

H(0) = 2.

Solu
ión. a) En primer lugar, si G es una antiderivada de f , enton
es G′(x) = f(x).

Para ha
er un bosquejo de la grá�
as de la antiderivada G, debemos tener en 
uenta

que los puntos 
ríti
os de G 
orresponden a puntos x0 en donde f(x0) = 0, pues

G′(x0) = f(x0) = 0. Además, sobre los intervalos donde f(x) > 0 tenemos que G

es estri
tamente 
re
iente, dado que G′(x) = f(x) > 0. De forma análoga, sobre los
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intervalos en donde f(x) < 0, enton
es G es estri
tamente de
re
iente, puesto que

G′(x) = f(x) < 0. Además re
ordemos que G(0) = 0.

En este ejemplo, la fun
ión f tiene dos 
eros en x1 = −1 y x2 = 1. Así que G tiene

dos puntos 
ríti
os x1 = −1 y x2 = 1. Además, f(x) > 0 para x > 1. Por lo tanto,

G es 
re
iente para x > 1. De otro lado, f(x) < 0 para −1 < x < 1. Así que G es

de
re
iente en el intervalo (−1, 1). Del 
riterio de la primera derivada, se tiene que G

tiene un valor mínimo en x = 1. Ahora, para x < −1, la fun
ión f es positiva, y por lo

tanto, G es 
re
iente. Como 
onse
uen
ia, la fun
ión G debe tener un valor máximo

en x = −1. En resumen tenemos:

(−∞,−1) (−1, 1) (1,∞)

f + − +

G ր ց ր

En 
on
lusión, la grá�
a de la antiderivada G1 para la fun
ión f tal que G(0) = 0

debe tener la forma siguiente.

1 2 3−1−2−3

−1

1

2

3

x

y

y = f(x)

y = G(x)

0

Figura 1.1.2: Grá�
a de la antiderivada G 
on G(0) = 0.

b) En este 
aso debemos re
ordar que si G y H son antiderivadas de f , enton
es

se tiene que H(x) − G(x) = C, para alguna 
onstante C ∈ R. Puesto que estamos

interesados en una antiderivada H para la fun
ión f tal que H(0) = 2, enton
es

2 = H(0) = G(0)+C. Es de
ir que C = 2, pues G(0) = 0. Más aún, H(x) = G(x)+2.

Por tanto, la grá�
a de H es la grá�
a de G subida dos unidades sobre el eje y (ver

Figura 1.1.3).



24 1. LA INTEGRAL INDEFINIDA

1 2 3−1−2−3

−1

−2

1

2

3

4

x

y

y = f(x)

y = G(x)

y = H(x)

0

Figura 1.1.3: Grá�
as de las antiderivadas G 
on G(0) = 0 y H 
on H(0) = 2.

Es importante para el desarrollo de los temas posteriores, tener muy presente el

siguiente listado bási
o de antiderivadas estudiadas en el 
urso de Cál
ulo I.

Fórmulas de Antiderivadas

∫

xr dx =
xr+1

r + 1
+ c, r 6= −1.

∫
1

x
dx = ln |x|+ c.

∫

ekz dz =
1

k
ekz + c.

∫

akx dx =
1

k ln a
akx + c.

∫

cos(ku) du =
1

k
sen(ku) + c.

∫

sen(kw) dw = − 1

k
cos(kw) + c.

∫

sec2(ku) du =
1

k
tan(ku) + c.

∫

csc2(kx) dx = − 1

k
cot(kx) + c.

∫

sec(ks) tan(ks) ds =
1

k
sec(ks) + c.

∫

csc(kw) cot(kw) dw = − 1

k
csc(kw)+c.

∫

sec(kz) dz=
1

k
ln |sec(kz)+tan(kz)|+c.

∫

csc(ky) dy=
1

k
ln | csc(ky)−cot(ky)|+c.

∫
1

a2 + w2
dw =

1

a
arctan

(w

a

)

+ c.

∫
1

a2 − w2
dw =

1

2w
ln

x− w

x+ w
+ c.
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∫
1

|y|
√

y2 − 1
dy = sec−1(y) + c.

∫
1

|t|
√
t2 − 1

dy = − csc−1(t) + c.

∫
1√

1− z2
dz = arcsin(z) + c (arcsin(z) = sen−1(z)).

∫
1√

1− z2
dz = − arc cos(z) + c (arc cos(z) = cos−1(z)).

Ejer
i
ios

1.- Determine las siguientes integrales inde�nidas

a)

∫

(3u2 + 2u+ 1) du. b)

∫

(1− 2z2 + 3z3) dz.


)

∫ (
3

w3
+ 2w3/2 − 1

)

dw. d)

∫ (
3

2
z3/2 + 7

)

dz.

e)

∫ (
3
√
x2 +

4
4
√
x5

)

dx. f)

∫

(4z3 − 4z + 6) dz.

g)

∫

7 dy. h)

∫

(y + 1)4 dy.

i)

∫ √
r(1− r)2 dr.

j)

∫ (
2t2 − 3t3 + 5

7t2

)

dt.

k)

∫

(9s+ 11)5 ds. l)

∫

(5 cos(10t)− 10 sen(5t)) dt.

m)

∫
1

(y − 10)7
dy. n)

∫
7

(t+ 77)2
dt.

ñ)

∫

(3 cos(πt) + cos(3πt)) dt.

2.- Resuelva las e
ua
iones diferen
iables 
on 
ondi
iones ini
iales

a)

dg

dh
= 2h+ 1; g(0) = 3. b)

ds

dt
=

√
t; s(4) = 0.


)

ds

dt
=

1√
t+ 2

; s(2) = −1. d)

dg

dh
= 3h3 +

2

h2
; g(1) = 1.



26 1. LA INTEGRAL INDEFINIDA

e)

dg

dh
= (h− 1)3; g(0) = 2. f)

dg

dh
=

1√
h− 13

; g(17) = 3.

3.- Dada la grá�
a de la fun
ión f sobre un intervalo I, haga un bosquejo de la grá�
a

de una antiderivada F para f sobre el intervalo I.

1 2 3−1−2−3

−1

1

x

y

y = f(x)

0

a)

1 2 3−1−2−3

−1

1

x

y

y = f(x)

0

b)

1 2 3−1−2−3

−1

1

x

y

y = f(x)

0


)

1 2 3−1−2−3

−1

1

x

y

y = f(x)

0

d)

1.2. Té
ni
as de integra
ión

En la se

ión anterior des
ribimos el pro
eso de integra
ión 
omo aquel que nos

permite resolver el siguiente problema: Dada una fun
ión f(x), en
ontrar una

familia de fun
iones del tipo F (x) + c donde F ′(x) = f(x) y c ∈ R es una


onstante arbitraria.

Una vez planteado el problema a resolver, surgen dos preguntas naturales; la primera

es: Dada una fun
ión f(x), ¾es siempre posible en
ontrar di
ha familia de fun
iones

que satisfagan las 
ondi
iones requeridas?, y la segunda: Si existe una tal familia,

¾
ómo en
ontrarla?, es de
ir 
ómo exhibir una antiderivada para f(x).
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En esta se

ión nos 
entraremos en responder a la segunda pregunta. Para lograr este

objetivo, vamos a presentar algunas té
ni
as para el 
ál
ulo de integrales inde�nidas

para en
ontrar antiderivadas en algunos 
asos espe
iales, entre las que se en
uentran:

método de sustitu
ión, método de integra
ión por partes, integrales trigonométri
as,

fra

iones par
iales y sustitu
iones trigonométri
as.

1.2.1. Método de sustitu
ión. Uno de los métodos más simples usado en el


ál
ulo de integrales inde�nidas 
onsiste efe
tuar una sustitu
ión o 
ambio de la

variable de integra
ión. Con el �n de ilustrar esta té
ni
a, 
al
ulemos la siguiente

integral inde�nida

I =

∫

(4x+ 1)
1
3 dx.

Debemos observar en primer lugar que si ha
emos y = 4x+1 vemos que el integrando

es la 
omposi
ión de y 
on la fun
ión f(y) = y
1
3
. Así que podemos intentar dar

una respuesta inmediata a este problema dado que la integral f(y) = y
1
3
tiene 
omo

antiderivada la fun
ión F (y) =
3y

4
3

4
+ c. Si intentamos usar este resultado de una

manera desprevenida, obtenemos que

I =

∫

(4x+ 1)
1
3 dx =

3(4x+ 1)
4
3

4
+ c,

lo 
ual nos produ
e una respuesta in
orre
ta puesto que al derivar la anterior igualdad

en ambos lados 
on
luiríamos que

(4x+ 1)
1
3 = 4(4x+ 1)

1
3 .

Este error se presenta debido a que olvidamos que el integrando es una 
omposi
ión

de fun
iones f(y) = y
1
3

on la fun
ión u(x) = 4x + 1, la 
ual tiene al fa
tor 4 
omo

su derivada interna. Para evitar 
ometer este tipo de errores, reali
emos la siguiente

sustitu
ión u = 4x+ 1. Note que du
dx = 4, lo 
ual es
ribiremos 
omo du = 4 dx. Por lo

tanto, dx = 1
4 du. Reemplazando la variable u por la variable x, y expresando dx en

términos de du,

I =

∫

(4x+ 1)
1
3 dx =

∫

u
1
3

(
1

4

)

du =

(
1

4

)
u

4
3

4
3

+ c =
3

16
(4x+ 1)

4
3 + c.

Utilizando argumentos similares, pero un po
o más so�sti
ados podemos en
ontrar la

siguiente integral inde�nida

I =

∫
w

w2 + 4
dw.
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En este 
aso, de�namos v = w2 +4. Enton
es dv
dw = 2w, que puede ser reinterpretado


omo

dv = 2w dw.

Por tanto, al realizar la sustitu
ión de la variable w por la variable v en
ontramos que

∫
w

w2 + 4
dw =

1

2

∫
2w

w2 + 4
dw =

1

2

∫
1

v
dv =

1

2
ln |v|+ c =

1

2
ln(w2 + 4) + c.

En general, utilizando la regla de la 
adena se puede ver dire
tamente que,

Teorema 1.14. Si g es una fun
ión diferen
iable, enton
es

∫

f(g(x))g′(x) dx =

∫

f(u) du.

Más aún, si F es una antiderivada de f , enton
es F (g(x)) es una antiderivada de

f(g(x))g′(x), y
∫

f(g(x))g′(x) dx = F (g(x)) + C.

Demostra
ión. Consideremos la sustitu
ión u = g(x). Enton
es, du = g′(x) dx. Por

lo tanto, ∫

f(g(x))g′(x) dx =

∫

f(u) du.

Sea F una antiderivada de f . Es de
ir, F ′(z) = f(z). Ahora de la regla de la 
adena,

d

dx
(F (g(x))) = F ′(g(x))g′(x) = f(g(x))g′(x).

Por lo tanto,

∫

f(g(x))g′(x) dx =

∫
d

dx
(F (g(x))) dx = F (g(x)) + C.

En otras palabras, F (g(x)) es una antiderivada de f(g(x))g′(x).

Observa
ión 1.15. Antes de 
onsiderar los ejemplos es muy importante mantener

en mente que de a
uerdo 
on el Teorema 1.14, para apli
ar el método de sustitu
ión

es ne
esario 
er
iorarnos de que el integrando de la integral a 
al
ular tenga la forma

f(g(x)) · g′(x) para unas 
iertas fun
iones f y g. Más 
on
retamente, la derivada de

la fun
ión y = g(x) debe ha
er parte del integrando.

Ejemplos 1.16. 1.- Las siguientes fun
iones tienen la forma cf(g(x)) · g′(x) para

algunas fun
iones f y g,

a) F (x) = ex sen(ex).
b) G(x) =

x

1 + x4
.
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2.- Cal
ule las siguientes integrales inde�nidas o antiderivadas

a)

∫

(5− 3x)−1/3 dx. b)

∫

2z3
√

3z4 + 2 dz.


)

∫

cos4(w) sen(w) dw.
d)

∫
sec2(

√
s)√

s
ds.

3) Considere la integral inde�nida en la variable w

I =

∫

w6
√

w3 + 2 dw.

Si z2 = w3 + 1, expresar la integral inde�nida I en términos de la variable z.

Solu
ión. 1.- a) Primero que todo siempre debemos 
on
entrarnos en la parte más


ompleja de la expresión, que en este 
aso es sen(ex) y dejamos de lado por ahora

el resto. Si 
onsideramos las fun
iones f(y) = sen(y) y g(x) = ex observamos que

g′(x) = ex. Por lo tanto, F (x) = ex sen(ex) tiene la forma F (x) = f(g(x)) · g′(x).

b) El 
aso G(x) =
x

1 + x4
pare
e ser un po
o más 
omplejo, pero todo depende de

las es
ogen
ias que se reali
en. Para empezar notemos que G(x) = x

(
1

1 + x4

)

. Si

ha
emos g(x) = x2
vemos que g′(x) = 2x. De donde x = 1

2g
′(x). Por lo tanto,

G(x) =
x

1 + x4
= x

(
1

1 + x4

)

= x

(
1

1 + (x2)2

)

=
1

2
g(x)

(
1

1 + (g(x))2

)

Por lo tanto, si de�nimos f(y) =
1

1 + y2
vemos que G(x) = 1

2f(g(x))g
′(x).

2.- a) Sea I =

∫

(5− 3x)−
1
3 dx.

Ha
iendo la sustitu
ión u = 5− 3x, tenemos que du = −3 dx. Por tanto, sustituyendo

la integral ini
ial se transforma en

∫

u− 1
3

(

−du

3

)

= −1

3

∫

u− 1
3 du = −1

3

(

u− 1
3+1

− 1
3 + 1

)

+ c

= −1

3

u
2
3

2
3

+ C = −1

2
u

2
3 + c = −1

2
(5− 3x)

2
3 + c.

En 
onse
uen
ia,

∫

(5− 3x)−
1
3 dx = −1

2
(5− 3x)

2
3 + c.

¾Puede usted veri�
ar que la integral está bien 
al
ulada?
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b) Sea I =

∫

2z3
√

3z4 + 2dz.

Ha
iendo la sustitu
ión w = 3z4 + 2 tenemos que dw = 12z3dz. Por lo tanto,

sustituyendo la integral ini
ial se transforma en

∫ √
w

(
dw

6

)

=
1

6

∫

w
1
2 dw =

1

6

(

w
1
2+1

1
2 + 1

)

+ c

=
1

6

w
3
2

3
2

+ c =
1

9
w

3
2 + C =

1

9
(3z4 + 2)

3
2 + c.

En 
onse
uen
ia

∫

2z3
√

3z4 + 2dz =
1

9
(3z4 + 2)

3
2 + c.

Nuevamente, ¾
ómo se puede veri�
ar que la integral está bien 
al
ulada?


) Sea I =

∫

cos4(w) sen(w) dw.

Consideremos la sustitu
ión p = cos(w). Enton
es, dp = −sen(w)dw. Por lo tanto, la

integral se transforma en

∫

cos4(w) sen(w)dw = −
∫

p4dp = −1

5
p5 + c = −1

5
cos5(w) + c.

d) Sea I =

∫
sec2(

√
s)√

s
ds.

Esta es otra integral en la que se puede utilizar el método de sustitu
ión. En efe
to,

sea r =
√
s. Enton
es, dr =

1

2
√
s
ds. De esta forma tenemos que

∫
sec2(

√
s)√

s
ds = 2

∫

sec2(r) dr = 2 tan(r) + c = 2 tan(
√
s) + c.

3.- Sea z2 = w3+1. Enton
es, z =
√
w3 + 1, w3+2 = z2+1 y w = 3

√
z2 − 1. Derivando

z 
on respe
to a la variable w obtenemos que

dz

dw
=

1

2
(w3 + 1)−

1
2 (3w2) =

3

2
(w3 + 1)−

1
2w2 ⇔ dz =

3

2
(w3 + 1)−

1
2w2 dw.

Esta última fórmula se puede rees
ribir 
omo

2
3zdz = w2 dw. Por lo tanto,

I =

∫

w5
√

w3 + 2 dw =

∫

w3
√

w3 + 2(w2 dw) =
2

3

∫

z
(
z2 − 1

)√

z2 + 1 dz.
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Ejer
i
ios

Evalúe las siguientes integrales inde�nidas.

1.

∫

(y + 1)6 dy. 2.

∫

(4 − 3z)7 dz. 3.

∫

(y2+2y+1)4(y+1) dy.

4.

∫

sen(πt+ 1) dt. 5.

∫

r
√

r2 − 1 dr. 6.

∫

sec(2θ) tan(2θ) dθ.

7.

∫

r
√

2− 3r2 dr. 8.

∫

v3
√

v4 + 1 dv. 9.

∫

(2+x2)
3
√

6x+x3 dx.

10.

∫

z2 cos(2z3) dz. 11.

∫

cos3(s) sen(s) ds. 12.

∫

tan3(θ) sec2(θ) dθ.

13.

∫
dy√
7y + 5

.

14.

∫
cos(

√
y)

√
y

dy.
15.

∫
w2

(w3 + 5)4
dw.

1.2.2. Método de integra
ión por partes. En esta se

ión desarrollaremos un

método de integra
ión el 
ual nos permitirá, en mu
hos 
asos, resolver integrales

de un grado de di�
ultad mayor a las estudiadas hasta ahora. El método, llamado

integra
ión por partes, nos permitirá reemplazar una integral dada por otra que

esperamos sea más sen
illa de 
al
ular que la primera. El método de integra
ión

por partes está basado en la regla de deriva
ión del produ
to, la 
ual estable
e para

fun
iones diferen
iables que

d

dx
[f(x)g(x)] = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Por lo tanto, tenemos que

∫
d

dx
[f(x)g(x)] dx =

∫

(f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)) dx

=

∫

f ′(x)g(x) dx +

∫

f(x)g′(x) dx,

o equivalentemente,

∫

f(x)g′(x) dx =

∫
d

dx
[f(x)g(x)] dx−

∫

f ′(x)g(x) dx.

Dado que por de�ni
ión se tiene que fg es una antiderivada de (fg)′, enton
es
∫

d

dx
[f(x)g(x)] dx = f(x)g(x) + c.
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De modo que in
luyendo la 
onstante c en una de las integrales inde�nidas, podemos

es
ribir la siguiente fórmula denominada integra
ión por partes,

∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) −
∫

f ′(x)g(x) dx.

Más aún, si realizamos las sustitu
iones u = f(x) y v = g(x), enton
es obtenemos que

du = f ′(x) dx y dv = g′(x) dx.

Reemplazando en la integral anterior obtenemos la denominada fórmula de

integra
ión por partes

(1.10)

∫

u dv = uv −
∫

v du.

La fórmula de integra
ión por partes se debe interpretar 
omo una manera de 
ambiar

la integral

∫

udv por la integral

∫

vdu. En o
asiones, dependiendo de una apropiada

es
ogen
ia, la segunda integral en la fórmula de integra
ión por partes (1.10) es más

simple de 
al
ular que la primera integral.

Para entender 
omo fun
iona la fórmula de integra
ión por partes para el 
ál
ulo de

una integral inde�nida de la forma

∫

h(x) dx, es ne
esario de�nir fun
iones u y v de

tal forma que h(x) dx se pueda des
omponer de la siguiente forma:

h(x) dx = u dv.

Note que esta des
omposi
ión requiere 
ono
er la fun
ión v dado que en el lado dere
ho

de la fórmula de integra
ión por partes (1.10) es ne
esario 
al
ular el produ
to u · v y

la integral inde�nida

∫

v du. Por lo tanto, la es
ogen
ia de las fun
iones u y v debe

ha
erse de tal forma que:

* sea fá
il 
al
ular la integral inde�nida v =

∫

dv, y que

* la integral inde�nida

∫

v du sea más sen
illa de 
al
ular que la integral inde�nida

∫

u dv.

Ejemplos 1.17. 1.- Cal
ular la integral inde�nida I =

∫

x cos(x) dx.

Solu
ión. Para 
al
ular la integral de�nida vamos a utilizar la fórmula de integra
ión

por partes. Como hemos dis
utido, para utilizar la fórmula de integra
ión debemos

primero determinar la fun
ión v mediante la integral inde�nida v =

∫

dv. En este
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aso, podemos realizar las sustitu
iones u = x y dv = cos(x) dx. Enton
es, du = dx y

v = sen(x). Por lo tanto, utilizando la fórmula de integra
ión por partes tenemos que

∫

x cosx dx = x senx−
∫

senx dx = x senx+ cosx+ c.

Los siguientes ejemplos ilustran la ne
esidad de es
oger de una manera 
onveniente

las fun
iones u y v 
on el �n de no llegar a integrales de mayor 
omplejidad que la

ini
ial.

2.- Cal
ular la integral inde�nida I =

∫

xe2x dx.

Solu
ión. De nuevo utili
emos la fórmula de integra
ión por partes. Re
ordemos que

la es
ogen
ia más importante es dv pues v =

∫

dv.

Sustitu
ión 1. Tomemos por ejemplo dv = x dx y u = e2x. De modo que∫

xe2x dx =

∫

u dv. En este 
aso,

v =

∫

dv =

∫

x dx =
1

2
x2

y du = 2e2x dx.

Utilizando la fórmula de integra
ión por partes en
ontramos que

∫

xe2x dx =

∫

u dv = uv −
∫

v du

=
1

2
x2e2x − 2

(
1

2

)∫

x2e2x dx.

Note que la �nueva� integral resultó del mismo tipo, pero relativamente más


ompli
ada que la integral ini
ial. Esto no signi�
a que se haya 
ometido algún error

sino que la sustitu
ión no era la apropiada.

Sustitu
ión 2. Tomemos dv = e2x dx y u = x. De modo que

∫

xe2x dx =

∫

u dv.

En este 
aso,

v =

∫

dv =

∫

e2x dx =
1

2
e2x y du = dx.

Utilizando la fórmula de integra
ión por partes en
ontramos que

∫

xe2x dx =

∫

u dv = uv −
∫

v du

=
1

2
xe2x −

(
1

2

)∫

e2x dx

=
1

2
xe2x −

(
1

4

)

e2x + C.

3.- Cal
ular la integral inde�nida I =

∫

x2e−xdx.
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Solu
ión. Re
ordemos que debemos realizar la des
omposi
ión

∫

x2e−x dx =
∫

u dv. Consideremos las sustitu
iones u = x2
y dv = e−x dx. Enton
es du = 2x dx

y v =

∫

dv =

∫

e−x dx = −e−x
. Por lo tanto, utilizando la fórmula de integra
ión

por partes en
ontramos que

∫

x2e−x dx = −x2e−x + 2

∫

xe−x dx.

Notemos que la integral

∫

xe−x dx, se puede 
al
ular de igual forma utilizando

integra
ión por partes. En este 
aso, hagamos u = x y dv = e−x dx. Enton
es tenemos

que du = dx y que v = −e−x
(ver arriba). En 
onse
uen
ia,

∫

x2e−x dx = −x2e−x + 2

∫

xe−x dx

= −x2e−x + 2

(

−xe−x +

∫

e−x dx

)

= −x2e−x − 2xe−x − 2e−x + C

= −e−x(x2 + 2x+ 2) + C.

4.- Cal
ular la integral inde�nida I =

∫

t2 ln(t) dt.

Solu
ión. En este tipo de integrales la mejor sustitu
ión es u = ln(t) pues du = 1
t dt.

En este 
aso tenemos que dv = t2 dt. Por tanto, v = 1
3 t

3
. Reemplazando en la fórmula

de integra
ión por partes tenemos que,

∫

t2 ln(t) dt =
1

3
t3 ln(t)−

∫ (
1

3
t3.

1

t

)

dt

=
1

3
t3 ln(t)− 1

3

∫

t2dt

=
1

3
t3 ln(t)− 1

3

(
1

3
t3
)

+ C

=
1

3
t3
(

ln(t)− 1

3

)

+ C.

5.- Cal
ular la integral inde�nida I =

∫

v3
√

1− v2 dv.

Solu
ión. Consideremos primero la sustitu
ión más simple. dw = v3 dv y

u =
√
1− v2. Enton
es obtenemos dire
tamente que

du =
−v√
1− v2

dv y w =
v4

4
.
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Utilizando la fórmula de integra
ión por partes,

∫

v3
√

1− v2 dv = uw −
∫

u dw

=
v4
√
1− v2

4
+

∫
v4

4

v√
1− v2

dv

=
v4
√
1− v2

4
+

∫
v5

4
√
1− v2

dv.

Re
ordemos que el objetivo de utilizar la fórmula de integra
ión por partes 
onsiste en

transformar la integral ini
ial por una integral �más simple�. Notemos que la integral

de la dere
ha tiene la misma estru
tura de la integral de la izquierda, e in
lusive pare
e

mu
ho más difí
il. Lo anterior muestra que es ne
esario efe
tuar varios intentos antes

de en
ontrar la sustitu
ión apropiada.

Ahora 
onsideremos otra posible sustitu
ión. Tomemos dw = v
√
1− v2 dv y u = v2.

Enton
es,

du = 2v dv y w = −1

3
(1− v2)3/2.

Utilizando la fórmula de integra
ión por partes,

∫

v3
√

1− v2 dv = uw −
∫

u dw

= −1

3
v2(1− v2)3/2 +

2

3

∫

v(1 − v2)3/2 dv

= −1

3
v2(1− v2)3/2 −

(
2

3

)(
1

5

)

(1 − v2)5/2 + C

= −1

3
v2(1− v2)3/2 − 2

15
(1 − v2)5/2 + C.

Observa
ión 1.18. Esta integral también se puede 
al
ular utilizando una sustitu
ión

dire
ta. En efe
to, 
onsideremos la sustitu
ión z = 1− v2. Enton
es, dz = −2v dv. Por

lo tanto,

∫

v3
√

1− v2 dv =

∫

v2
√

1− v2v dv

=

∫

(1− z)z1/2
(

−1

2
dz

)

= −1

2

∫

(z1/2 − z3/2) dz

= −1

2

(
2

3
z3/2 − 2

5
z5/2

)

+ C

= −1

3
(1− v2)3/2 +

1

5
(1− v2)5/2 + C.

Veri�
a que en realidad estas respuestas son iguales.
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Ejer
i
ios

1.- Utili
e la integra
ión por partes para 
al
ular las integrales de los siguientes

problemas.

a)

∫

ye2y dy. b)

∫

w sen(w) dw. 
)

∫

r cos(3r) dr.

d)

∫

s3 ln(s) ds. e)

∫

arctan y dy. f)

∫ √
y ln y dy.

g)

∫

(ln z)2 dz. h)

∫

t
√
t+ 3 dt. i)

∫

x5
√

x3 + 1 dx.

j)

∫

csc3(θ) dθ. k)

∫

l2 arctan(l) dl. l)

∫

sec−1(
√
t) dt.

m)

∫

tan−1(
√
k) dk. n)

∫

m csc2(m) dm. ñ)

∫

t3 cos(t2) dt.

o)

∫
ln r

r
√
r
dr. p)

∫

w cos(hw) dw. q)

∫

z2 sen(nz) dz.

2.- Utili
e integra
ión por partes para veri�
ar las siguientes fórmulas

a)

∫

tnet dt = tnet − n

∫

tn−1et dt.

b)

∫

(ln t)n dt = t(ln t)n − n

∫

(ln t)n−1 dt.


)

∫

(cos(t))n dt =
(cos(t))n−1 sen(t)

n
+

n− 1

n

∫

(cos(t))n−2 dt.

d)

∫

tn cos(t)dt = tn sen t− n

∫

tn−1 sen(t) dt.

e)

∫

(sen(t))n dt = − (sen(t))n−1 cos(t)

n
+

n− 1

n

∫

(sen(t))n−2 dt.

f)

∫

tne−t2 dt =
1

2
tn−1e−t2 +

n− 1

2

∫

tn−2e−t2 dt.

3.- Las siguientes expresiones tienen la forma c · u(x) · v′(x) dx, para unas 
iertas

fun
iones u y v, y una 
onstante apropiada c ∈ R. Exhiba u, v y c, y es
riba la

expresión d · u′(x) · v(x) dx 
on d ∈ R en 
ada 
aso.
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a) x cos(3x) dx. b) arctan(x) dx. 
) e2x sen(4x) dx.

d)

ln(x)

x2
dx. e)

x

e2x
dx. f) es sen(t− x) dx.

g) (x2 + 1)e−x dx. h) cos(x) ln(sen(x)) dx.

1.2.3. Integrales trigonométri
as. En esta se

ión estamos interesados en


al
ular antiderivadas o integrales inde�nidas que 
ontengan produ
tos de poten
ias

de las fun
iones sen(x) y cos(x), o de las fun
iones sec(x) y tan(x), o de las fun
iones

csc(x) y cot(x).

El método está basado en el he
ho de que las derivadas de las fun
iones

trigonométri
as son también fun
iones trigonométri
as del mismo tipo y el uso de

las identidades trigonométri
as:

sen2(x) + cos2(x) = 1 y 1 + tan2(x) = sec2(x).

De otro lado utilizando la fórmula para ángulos dobles, también tenemos que

cos2(x) =
1

2
+

1

2
cos(2x) y sen2(x) =

1

2
− 1

2
cos(2x).

I.- Integrales de la forma

∫

senm(x) cosn(x) dx.

Vamos a dividir la dis
usión sobre el 
ál
ulo de este tipo de integrales en dos 
asos,

dependiendo de si m y n son pares o impares.

Caso I.- Integrales de la forma

∫

senm(x) cosn(x) dx 
on m o n impar.

Ini
iemos la dis
usión tomandom es impar. Por lo tanto, podemos es
ribirm = 2k+1

para algún entero positivo k. En 
onse
uen
ia, senm(z) se puede des
omponer de la

siguiente forma

sen2k+1(z) = sen2k(z) sen(z) = (sen2(z))k sen(z) = (1− cos2(z))k sen(z).

Por lo tanto, podemos efe
tuar la sustitu
ión u = cos(z) y du = − sen(z)dz.

De forma análoga, si n es impar, enton
es podemos es
ribir n = 2j + 1 para algún

entero positivo j. De modo que cosn(z) se puede expresar 
omo

cos2j+1(z) = cos2j(z) cos(z) = (cos2(z))j cos(z) = (1− sen2(z))j cos(z).

Por lo tanto, podemos efe
tuar la sustitu
ión u = sen(z) y du = cos z dz.
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Como se puede observar, este tipo de integrales se transforman en integrales

polinómi
as 
uando los exponentes son números naturales.

Ejemplos 1.19. En
uentre las siguientes integrales trigonométri
as:

1.-

∫

sen5(z) cos3(z) dz.

En primer lugar re
ordemos la identidad trigonométri
a bási
a sen2(x)+cos2(x) = 1.

Enton
es

∫

sen5(z) cos3(z) dz =

∫

sen4(z) cos3(z) sen(z) dz

=

∫

(sen2(z))2 cos3(z) sen(z) dz

=

∫

(1 − cos2(z))2 cos3(z) sen(z) dz.

De�niendo u = cos z en
ontramos que du = − sen z dz, y

∫

sen5(z) cos3(z) dz =

∫

(1 − cos2(z))2 cos3(z) sen(z) dz = −
∫

(1 − u2)2u3 du

= −
∫

(u3 − 2u5 + u7) du = −1

4
u4 +

1

3
u6 − 1

8
u8 + C

= −1

4
cos4 z +

1

3
cos6 z − 1

8
cos8 z + C.

Note que en este 
aso también pudimos haber des
ompuesto la poten
ia de la fun
ión

cos z y haber utilizado la sustitu
ión u = sen z. Es de
ir,

∫

sen5(z) cos3(z) dz =

∫

sen5(z) cos2(z) cos(z) dz

=

∫

sen5(z)(1− sen2(z)) cos(z) dz =

∫

u5(1− u2) du

=
1

6
u6 − 1

8
u8 + C

=
1

6
sen6 z − 1

8
sen8 z + C.
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2.-

∫

sen
3
2 (z) cos7(z) dz. Observemos que

∫

sen
3
2 (z) cos7(z) dz =

∫

sen
3
2 (z) cos6(z) cos(z) dz

=

∫

sen
3
2 (z)(cos2(z))3 cos(z) dz

=

∫

sen
3
2 (z)(1− sen2(z))3 cos(z) dz

=

∫

u
3
2 (1− u2)3 du (u = sen(z), du = cos(z) dz)

=

∫

u
3
2 (1− 3u2 + 3u4 − u6) du

=
2

5
u

5
2 − 2

9
u

9
2 +

2

13
u

13
2 − 2

17
u

17
2 + c.

En resumen,

∫

sen
3
2 (z) cos7(z) dz

=
2

5
(sen(z))

5
2 − 2

9
(sen(z))

9
2 +

2

13
(sen(z))

13
2 − 2

17
(sen(z))

17
2 + c.

Caso II.- Integrales de la forma

∫

senm(x) cosn(x) dx 
on m y n pares.

En el 
aso en que m y n sean simultáneamente pares, vamos a expresar sen2(z)

y cos2(z) en términos de las fun
ión cos(2k)(z), para algunos enteros k. Para

des
omponer poten
ias trigonométri
as pares es 
onveniente re
ordar las siguientes

identidades trigonométri
as

cos2(x) =
1

2
+

1

2
cos(2x) y sen2(x) =

1

2
− 1

2
cos(2x).

Estas identidades nos permiten redu
ir el orden a la mitad el orden de poten
ias pares

de seno y 
oseno, pero en términos del ángulo doble. Note en parti
ular que 
ualquier

poten
ia par de las fun
iones sen(x) y cos(x) se pueden expresar en términos de las

fun
ión cos((2k)x), para algunos enteros k. Por ejemplo,

sen4(z) =
(
sen2(z)

)2
=

(
1

2
(1− cos 2(z))

)2

=
1

4

(
1− 2 cos(2z) + cos2(2z)

)
.
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Utilizando que cos2(2z) = 1
2 (1 + cos(4z)), 
on
luimos que

sen4(z) =
1

4

(

1− 2 cos(2z) +
1

2
(1 + cos(4z))

)

=
3

8
− 1

2
cos(2z) +

1

8
cos(4z).

Además debemos re
ordar las siguientes identidades

cos(a± b) = cos(a) cos(b)∓ sen(a) sen(b),

sen(a± b) = sen(a) cos(b)± cos(a) sen(b).

Utilizando estas fórmulas se puede ver dire
tamente que

2 cos(a) cos(b) = cos(a+ b) + cos(a− b),

2 sen(a) sen(b) = cos(a− b)− cos(a+ b).

Ejemplos 1.20. En
uentre las siguientes integrales inde�nidas:

1.-

∫

cos2 z dz.

Re
ordemos que cos2 z = 1
2 (1 + cos 2z). Por lo tanto,

∫

cos2 z dz =
1

2

∫

(1 + cos 2z) dz =
1

2
z +

1

4
sen 2z + C.

2.-

∫

sen4 z dz.

De la dis
usión previa se tiene que sen4 z = 3
8 − 1

2 cos 2z +
1
8 cos 4z. Enton
es,

∫

sen4 zdz =

∫ [
3

8
− 1

2
cos 2z +

1

8
cos 4z

]

dz =
3

8
z − 1

4
sen 2z +

1

32
sen 4z + C.

3.-

∫

sen4 z cos2 z dz.

Del ejemplo anterior tenemos que sen4 z = 3
8 − 1

2 cos 2z +
1
8 cos 4z. Además cos2 z =

1
2 (1 + cos 2z). Por lo tanto,

sen4 z cos2 z =
1

2

(
3

8
− 1

2
cos 2z +

1

8
cos 4z

)

(1 + cos 2z)

=
1

2

(
3

8
− 1

8
cos 2z − 1

2
cos2 2z +

1

8
cos 4z +

1

8
(cos 2z)(cos 4z)

)

.
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Pero cos2 2z = 1
2 (1 + cos 4z) y tomando en las fórmulas anteriores a = 4z, b = 2z,

tenemos que 2 cos(2z) cos(4z) = cos 6z + cos 2z. En 
onse
uen
ia,

sen4 z cos2 z =
1

2

(
3

8
− 1

8
cos 2z − 1

2
cos2 2z +

1

8
cos 4z +

1

8
(cos 2z)(cos 4z)

)

=
1

2

(
1

8
− 1

8
cos 2z − 1

8
cos 4z +

1

16
(cos 6z + cos 2z)

)

=
1

2

(
1

8
− 1

16
cos 2z − 1

8
cos 4z +

1

16
cos 6z

)

.

Por lo tanto,

∫

sen4 z cos2 z dz =
1

2

∫ (
1

8
− 1

16
cos 2z − 1

8
cos 4z +

1

16
cos 6z

)

dz

=
1

16
z − 1

64
sen 2z − 1

64
sen 4z +

1

192
sen 6z + C.

II.- Integrales de la forma

∫

secm(x) tann(x) dx.

El análisis de este tipo de integrales se redu
e a 
onsiderar tres 
asos: a) m par, b) n

impar, y 
) m impar y n par.

Caso I. Integrales de la forma

∫

secm(x) tann(x) dx 
on m par.

En este 
aso es
ribimos

secm x tann(x) = secm−2(x) tann(x) sec2(x).

De esta forma tenemos que m− 2 es entero par. Ahora, utilizando la identidad

trigonométri
a sec2(x) = tan2(x) + 1 vemos que la expresión secm−2(x) se puede

des
omponer 
omo

secm−2(x) = (sec2(x))
m−2

2 = (tan2(x) + 1)
m−2

2 .

En resumen,

∫

secm(x) tann(x) dx =

∫

secm−2(x) tann(x) sec2(x) dx

=

∫

(sec2(x))
m−2

2 tann(x) sec2(x) dx

=

∫

(tan2(x) + 1)
m−2

2 tann(x) sec2(x)dx,

donde debemos re
ordar que

m−2
2 es un número entero positivo. Ha
iendo la

sustitu
ión u = tan(x), enton
es du = sec2(x) dx. Por lo tanto la integral se puede

resolver fá
ilmente.
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Ejemplo 1.21. Cal
ule la integral

∫

sec4(x) tan4(x) dx.

Solu
ión.

∫

sec4(x) tan4(x) dx =

∫

sec2(x) tan4(x) sec2(x) dx

=

∫

(tan2(x) + 1) tan4(x) sec2(x) dx.

Ha
iendo la sustitu
ión u = tan(x), se tiene que du = sec2(x)dx. Por lo tanto tenemos

que

∫

sec4 x tan4 x dx =

∫

(tan2 x+ 1) tan4 x sec2 x dx =

∫

(u2 + 1)u4du

=

∫

(u6 + u4)du

=
1

7
u7 +

1

5
u5 + C

=
1

7
tan7 x+

1

5
tan5 x+ C.

Caso II. Integrales de la forma

∫

secm(x) tann(x) dx 
on n impar.

En este 
aso es
ribimos

secm(x) tann(x) = secm−1(x) tann−1(x) sec(x) tan(x).

De esta forma tenemos que n − 1 es par. Utilizando la identidad trigonométri
a

tan2(x) = sec2(x) − 1, la expresión tann−1(x) se puede des
omponer 
omo

tann−1(x) = (tan2(x))
n−1

2 = (sec2(x) − 1)
n−1
2 ,

donde debemos re
ordar que

n−1
2 es un número entero positivo. Así que

∫

secm(x) tann(x) dx =

∫

secm−1(x) tann−1(x) sec(x) tan(x) dx

=

∫

secm−1(x)(sec2(x)− 1)
n−1
2 sec(x) tan(x) dx.

Si ha
emos la sustitu
ión u = sec(x), tenemos que du = secx tanxdx. Así la integral

se puede en
ontrar relativamente fá
il.
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Ejemplo 1.22. Cal
ule la integral

∫

sec5 x tan3 x dx.

Solu
ión.

∫

sec5(x) tan3(x) dx =

∫

sec4(x) tan2(x) sec(x) tan(x) dx

=

∫

sec4(x)(sec2(x) − 1) sec(x) tan(x) dx.

Ha
iendo la sustitu
ión u = sec(x) tenemos que du = sec(x) tan(x)dx. Por lo tanto

∫

sec5(x) tan3(x) dx =

∫

sec4(x)(sec2(x)− 1) sec(x) tan(x) dx

=

∫

u4(u2 − 1)du

=

∫

(u6 − u4)du

=
1

7
sec7(x)− 1

5
sec5(x) + C.

Caso III. Integrales de la forma

∫

secm(x) tann(x) dx 
on m impar y n par.

En este 
aso la sustitu
ión trigonométri
a tan2(x) = sec2(x)−1 transforma la integral

en una suma de integrales del tipo

∫

seck(x)dx, las 
uales se pueden resolver de forma

re
ursiva en integrales de la misma forma, pero 
on exponente menor. En efe
to,

secm x tann(x) = secm(x)(tan2(x))
n
2 = secm(x)(sec2(x)− 1)

n
2 ,

lo 
ual es una suma de términos de la forma secl(x) 
on l entero positivo, dado que

n
2 es un entero positivo.

En este 
aso vamos a utilizar el método de integra
ión por parte para 
al
ular las

integrales de la forma

∫

seck(x)dx.

Supongamos que k ≥ 3. Enton
es

seck(x) = seck−2(x) sec2(x).

Si tomamos u = seck−2(x) y dv = sec2(x) dx. Enton
es,

du = (k − 2) seck−3(x) sec(x) tan(x) = (k − 2) seck−2(x) tan(x), v = tan(x).
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Por lo tanto,

∫

seck(x)dx =

∫

seck−2(x) sec2(x) dx

= seck−2(x) tan(x) − (k − 2)

∫

seck−2(x) tan2(x) dx

= seck−2(x) tan(x) − (k − 2)

∫

seck−2(x)(sec2(x) − 1) dx.

Como 
onse
uen
ia 
on
luimos que

∫

seck(x)dx = seck−2(x) tan(x)−(k − 2)

∫

seck(x) dx + (k−2)

∫

seck−2(x) dx.

Agrupando ade
uadamente 
on
luimos que

(k − 1)

∫

seck(x)dx = seck−2(x) tan(x) + (k − 2)

∫

seck−2(x) dx,

lo 
ual es equivalente a la fórmula re
ursiva

∫

seck(x)dx =
1

k − 1
seck−2(x) tan(x) +

(
k − 2

k − 1

)∫

seck−2(x) dx.

Por ejemplo,

∫

sec3(x)dx =
1

2
sec(x) tan(x) +

1

2

∫

sec(x) dx

=
1

2
sec(x) tan(x) +

1

2
ln (tan(x) + sec(x)) + C.

Ejemplo 1.23. 1.- Cal
ular la integral

∫

sec(x) tan2(x)dx.

Solu
ión.

∫

sec(x) tan2(x)dx =

∫

sec(x)(sec2(x)− 1) dx

=

∫

(sec3(x) − sec(x)) dx

=
1

2
sec(x) tan(x) +

1

2
ln (tan(x) + sec(x))

− ln (tan(x) + sec(x)) + C

=
1

2
sec(x) tan(x)− 1

2
ln (tan(x) + sec(x)) + C.
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2.- Cal
ular la integral

∫

sec3(x) tan2(x)dx.

Solu
ión. Vamos a utilizar la fórmula re
ursiva 
on k = 5 y k = 3.
∫

sec3(x) tan2(x)dx =

∫

sec3(x)(sec2(x) − 1) dx =

∫

(sec5(x)− sec3(x)) dx.

Notemos que

∫

sec5(x)dx =
1

4
sec3(x) tan(x)− 3

4

∫

sec3(x))dx.

Por lo tanto, utilizando los 
ál
ulos anteriores tenemos �nalmente que

∫

sec3(x) tan2(x)dx =
1

4
sec3(x) tan(x) − 7

4

∫

sec3(x) dx

=
1

4
sec3(x) tan(x) − 7

8
sec(x) tan(x)

− 7

8
ln (tan(x) + sec(x)) + C.

III.- Integrales de la forma

∫

cscm(x) cotn(x) dx.

Estas integrales se tratan de manera similar a 
omo se hizo 
on las integrales de la

forma

∫

cscm(x) cotn(x) dx.

Caso I: Integrales de la forma

∫

cscm(x) cotn(x) dx 
on m par.

En este 
aso es
ribimos

cscm(x) cotn(x) = cscm−2(x) cotn(x) csc2(x).

De esta forma tenemos que m− 2 es par y usando la identidad trigonométri
a bási
a

csc2(x) = cot2(x) + 1, podemos des
omponer la expresión cscm−2(x) 
omo

cscm−2(x) = (csc2(x))
m−2

2 = (cot2(x) + 1)
m−2

2 .

Utilizando esto 
on
luimos que

∫

csc(x) cotn(x) dx =

∫

csc(x) cotn(x) csc2(x) dx

=

∫

(csc2(x))
m−2

2 cotn(x) csc2(x)dx

=

∫

(cot2(x) + 1)
m−2

2 cotn(x) csc2(x)dx.

Ha
iendo la sustitu
ión u = cot(x) enton
es du = − csc2(x) dx, y la integral se puede


al
ular fá
ilmente.
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Ejemplo 1.24. Cal
ular la integral

∫

csc4 x cot4 x dx.

Solu
ión.

∫

csc4 x cot4 x dx =

∫

csc2 x cot4 x csc2 x dx =

∫

(cot2 x+ 1) cot4 x csc2 x dx.

Ha
iendo la sustitu
ión u = cot(x) enton
es du = − csc2(x) dx, y obtenemos que

∫

csc4(x) cot4(x) dx =

∫

(cot2(x) + 1) cot4(x) csc2(x) dx

= −
∫

(u2 + 1)u4du

= −
∫

(u6 + u4)du

= −1

7
u7 − 1

5
u5 + C

= −1

7
cot7(x) − 1

5
cot5(x) + C.

Caso II: Integrales de la forma

∫

cscm(x) cotn(x) dx 
on n impar.

En este 
aso es
ribimos

cscm(x) cotn(x) = cscm−1(x) cotn−1(x) csc(x) cot(x).

De esta forma se tendrá que n− 1 es par y usando la identidad cot2(x) = csc2(x)− 1,

la expresión cotn−1(x) se podrá es
ribir 
omo

cotn−1(x) = (cot2(x))
n−1

2 = (csc2(x) − 1)
n−1
2 .

Así 
on
luimos que

∫

cscm(x) cotn(x) dx =

∫

cscm−1(x) cotn−1(x) csc(x) cot(x)dx

=

∫

cscm−1(x)(csc2(x) − 1)
n−1
2 csc(x) cot(x)dx.

Ha
iendo la sustitu
ión u = csc(x) y utilizando que du = − csc(x) cot(x) dx, la integral

se vuelve más fá
il de resolver.

Ejemplo 1.25. Cal
ular la integral

∫

csc3(x) cot5(x) dx.

Solu
ión. En este 
aso el exponente de cot(x) es impar, por tanto pro
edemos de la
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siguiente forma:

∫

csc3(x) cot5(x) dx =

∫

csc2(x) cot4(x) csc(x) cot(x) dx

=

∫

csc2(x)(csc2(x)− 1)2 csc(x) cot(x) dx.

Ha
iendo la sustitu
ión u = csc(x) en
ontramos que du = − csc(x) cot(x)dx y

tendremos que

∫

csc3(x) cot5(x) dx =

∫

csc2(x)(csc2(x) − 1)2 csc(x) cot(x) dx

= −
∫

u2(u2 − 1)2du

= −
∫

u2(u4 − 2u2 + 1)du

= −
∫

(u6 − 2u4 + u2)du

= −1

7
csc7(x) +

1

5
csc5(x)− 1

3
csc3(x) + C.

Caso III: Integrales de la forma

∫

cscm(x) cotn(x) dx 
on m impar y n par.

En este 
aso la sustitu
ión trigonométri
a cot2(x) = csc2(x)−1 transforma la integral

en una suma de integrales del tipo

∫

csck(x)dx, las 
uales se pueden resolver de forma

re
ursiva en integrales de la misma forma, pero 
on exponente menor. En efe
to,

cscm x cotn(x) = cscm(x)(cot2(x))
n
2 = cscm(x)(csc2(x)− 1)

n
2 ,

lo 
ual es una suma de términos de la forma cscl(x) 
on l entero positivo, dado que

n
2 es un entero positivo.

En este 
aso vamos a utilizar el método de integra
ión por parte para 
al
ular las

integrales de la forma

∫

csck(x)dx. Supongamos que k ≥ 3. Observemos que csck(x) =

csck−2(x) csc2(x). Si tomamos u = csck−2(x) y dv = csc2(x)dx, enton
es tenemos que

v = − cot(x) y que

du = −(k − 2) csck−3(x) csc(x) cot(x) = −(k − 2) csck−2(x) cot(x).
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Por lo tanto, substituyendo obtenemos que

∫

csck(x)dx =

∫

csck−2(x) csc2(x) dx

= − csck−2(x) cot(x)− (k − 2)

∫

csck−2(x) cot2(x) dx

= − csck−2(x) cot(x)− (k − 2)

∫

csck−2(x)(csc2(x)− 1) dx.

Así que tenemos la siguiente fórmula

∫

csck(x)dx

= − csck−2(x) cot(x) − (k − 2)

∫

csck(x) dx + (k − 2)

∫

csck−2(x) dx.

Agrupando ade
uadamente 
on
luimos que

(k − 1)

∫

csck(x)dx = − csck−2(x) cot(x) + (k − 2)

∫

csck−2(x) dx,

lo 
ual es equivalente a la fórmula re
ursiva

∫

csck(x)dx = − 1

k − 1
csck−2(x) cot(x) +

(
k − 2

k − 1

)∫

csck−2(x) dx.

Por ejemplo,

∫

csc3(x)dx = −1

2
csc(x) cot(x) +

1

2

∫

csc(x) dx

= −1

2
csc(x) cot(x) − 1

2
ln (cot(x) + csc(x)) + C.

Ejemplo 1.26. Cal
ular la integral

∫

csc(x) cot2(x)dx.

Solu
ión.

∫

csc(x) cot2(x)dx =

∫

csc(x)(csc2(x)− 1)dx =

∫

(csc3(x)− csc(x))dx.

Utilizando la fórmula anterior 
on
luimos que

∫

csc3(x)dx = −1

2
csc(x) cot(x) − 1

2
ln (cot(x) + csc(x)) + C

∫

csc(x)dx = − ln (cot(x) + csc(x)) + C.

Por lo tanto 
on
luimos que

∫

csc(x) cot2(x)dx = −1

2
csc(x) cot(x) +

1

2
ln (cot(x) + csc(x)) + C.
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Ejer
i
ios

1.

∫

sen4(r) dr. 2.

∫

cot(4t) dt. 3.

∫

sen2(u) cos2(u) du.

4.

∫

csc(2t) dt. 5.

∫

cot3(y) dy. 6.

∫

sen3(x) cos3(x) dx.

7.

∫

sen3/2(t) cos3(t) dt. 8.

∫

cos6(4θ) dθ. 9.

∫

sen3(3w) cos4(3w) dw.

10.

∫

tan3(t) dt. 11.

∫

tan(θ) sec4(θ) dθ. 12.

∫

cot3(t) csc2(t) dt.

13.

∫

tan4(t) dt. 14.

∫

tan2(2t) sec4(2t) dt. 15.

∫

sen2(3α) cos2(3α) dα.

16.

∫

cotn(t) dt. 17.

∫

sen(2t) sen(4t) dt. 18.

∫

cot3(y) csc3/2(y) dy.

19.

∫

tan2
(
t

2

)

dt. 20.

∫
sen(z)

cos3(z)
dz.

21.

∫
sec4(t)

tan2(t)
dt.

22.

∫
cot3(t)

csc2(t)
dt. 23.

∫
1

cos4(2s)
ds.

24.

∫
cot(v) + csc(v)

sen(v)
dv.

1.2.4. Fra

iones par
iales. En esta se

ión estamos interesados en el 
ál
ulo de

antiderivadas o integrales inde�nidas de la forma:

∫

R(x) dx,

donde R es una fun
ión ra
ional. Es de
ir, R(x) =
p(x)

q(x)
, donde p(x) y q(x)

son polinomios 
on 
oe�
ientes reales. Note que siempre podemos suponer que las

fun
iones polinómi
as p y q no tienen fa
tores 
omunes, o equivalentemente no tienen

raí
es (
eros) 
omunes. En 
aso 
ontrario, di
hos fa
tores se pueden 
an
elar.

Defini
ión 1.27 (Fra

ión propia). Diremos que una fun
ión ra
ionalR(x) =
p(x)

q(x)
es una fra

ión propia, 
uando el grado del polinomio p es estri
tamente menor que

el grado del polinomio q.

Ejemplos 1.28. Considere las siguientes fun
iones ra
ionales

R1(x) =
5x4 − 2x2 + 3x− 1

(x2 + 2)(x− 3)
y R2(x) =

3x2 + 3x− 1

(x2 + 2)(x− 3)
.

En este 
aso, R1 no es una fra

ión propia mientras que R2 sí lo es.
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En general, dada una fun
ión ra
ional R que no sea una fra

ión propia podemos

utilizar el algoritmo de la división para des
omponer R 
omo la suma de un

polinomio y una fra

ión propia. En efe
to, si R(x) =
p(x)

q(x)
, existen polinomios

c(x) (
o
iente) y r(x) (residuo) tales

p(x) = c(x)q(x) + r(x) ⇔ R(x) =
p(x)

q(x)
= c(x) +

r(x)

q(x)
,


on

r(x)

q(x)
siendo una fra

ión propia (grado de r menor estri
tamente que el grado de

q).

Ejemplos 1.29. Se puede veri�
ar utilizando el algoritmo de la división que

2x4 − x2 + 3x− 1

x2 + 2x− 1
= 2x2 − 4x+ 9 +

−19x+ 8

x2 + 2x− 1
.

Observa
ión 1.30. A 
ontinua
ión vamos a exhibir algunos ejemplos en los que se

muestra 
omo la fra

ión propia R(x) =
p(x)

q(x)
se puede des
omponer 
omo una suma

de fra

iones propias aso
iadas 
on la fa
toriza
ión del denominador q, lo que permite


al
ular la integral inde�nida

∫

R(x) dx.

1.-

p(x)

q(x)
=

x+ 1

(x − 1)(x− 2)
=

−2

x− 1
+

3

x− 2
.

Notemos que el polinomio del denominador q(x) = (x − 1)(x − 2) tiene dos raí
es

reales x1 = 1 (de orden 1) aso
iada 
on el fa
tor q1(x) = x − 1 y x2 = 2 (orden 1)

aso
iada 
on el fa
tor q1(x) = x− 2.

Lo que se apre
ia es que la fun
ión ra
ional R(x) =
x+ 1

(x− 1)(x− 2)
tiene aso
iado 
on

el fa
tor q1(x) = x− 1 (o 
on la raíz x1 = 1) un sumando (fra

ión propia)

−2

x− 1
,

y aso
iado 
on el fa
tor q2(x) = x − 2 (o 
on la raíz x2 = 2), tiene un sumando

(fra

ión propia)

3

x− 2
.

Este tipo de des
omposi
iones se pueden utilizar para el 
ál
ulo de la integral

inde�nida

∫

R(x) dx. En este 
aso,

∫
x+ 1

(x− 1)(x− 2)
dx =

∫ ( −2

x− 1
+

3

x− 2

)

dx

= −2 ln |x− 1|+ 3 ln |x− 2|+ C.
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2.-

p(x)

q(x)
=

x+ 18

(x − 2)2(x+ 2)
=

−1

x− 2
+

5

(x− 2)2
+

1

x+ 2
.

Notemos que el polinomio del denominador q(x) = (x − 2)2(x + 2) tiene dos raí
es

reales x1 = 2 (orden 2) aso
iada 
on el fa
tor q1(x) = x − 2 y x2 = −2 (orden 1)

aso
iada 
on el fa
tor q1(x) = x + 2. Lo que se apre
ia es que aso
iada 
on la raíz

x1 = 2 apare
e la suma de dos fra

iones propias

−1

x− 2
+

5

(x− 2)2
.

︸ ︷︷ ︸

sumandos aso
idado 
on (x−2)

En el 
aso de la raíz x2 = −2 apare
e una fra

ión propia:

1

x+ 2
.

︸ ︷︷ ︸

sumando aso
idado 
on (x+2)

Utilizando esta des
omposi
ión podemos 
al
ular la integral inde�nida

∫

R(x) dx. En

este 
aso,

∫
x+ 18

(x− 2)2(x+ 2)
dx =

∫ ( −1

x− 2
+

5

(x− 2)2
+

1

x+ 2

)

dx

= − ln |x− 2| − 5

x− 2
+ ln |x+ 2|+ C.

3.-

p(x)

q(x)
=

−x+ 3

(x2 + 1)(x− 1)
=

1

x− 1
− x+ 2

x2 + 1
.

Observemos que el denominador q(x) = (x2+1)(x−1) tiene una raíz 
ompleja (x1 = i)

de orden 1 aso
iada 
on el fa
tor q1(x) = x2 + 1 y una raíz real x2 = 1 (orden 1)

aso
iada 
on el fa
tor q2(x) = x− 1. Como en el 
aso anterior, se tiene que aso
iada


on la raíz x1 = i apare
e la fra

ión propia − x+ 2

x2 + 1
, y 
on la raíz x1 = 1 apare
e la

fra

ión propia

1

x− 1
. En parti
ular,

∫ −x+ 3

(x2 + 1)(x− 1)
dx =

∫ (
1

x− 1
− x+ 2

x2 + 1

)

dx

= ln |x− 1| − 1

2
ln |x2 + 1| − 2 arctanx+ C.

Las des
omposi
iones exhibidas en la observa
ión anterior están basadas en un

resultado muy importante 
ono
ido 
omo el Teorema Fundamental del Álgebra,

el 
ual garantiza que todo polinomio q 
on 
oe�
ientes reales se puede des
omponer


omo un produ
to de fa
tores lineales de la forma ax + b (que se pueden repetir) y
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de la forma αx2 + βx + γ (que se pueden repetir), para los 
uales el dis
riminante

β2 − 4αγ < 0. Los polinomios αx2 + βx + γ 
on dis
riminante β2 − 4αγ < 0 se

denominan fa
tores 
uadráti
os irredu
ibles sobre los números reales R en el

sentido en que sus raí
es son ne
esariamente números 
omplejos.

Notemos que el polinomio 
uadráti
o 
on 
oe�
ientes q0(x) = αx2 + βx + γ es

irredu
ible sobre los números reales R si y sólo si no tiene raí
es reales, dado que

β2 − 4αγ < 0. Por ejemplo, los siguientes polinomios 
uadráti
os son irredu
ibles

sobre los números reales:

1.- q1(x) = x2 + 4, pues β2 − 4αγ = 02 − 4(1)(4) = −16 < 0.

2.- q2(x) = 2x2 + 3x+ 5, pues β2 − 4αγ = 32 − 4(2)(5) = −31 < 0.

3.- q1(x) = 3x2 − 2x+ 1, pues β2 − 4αγ = 22 − 4(3)(1) = −8 < 0.

Teorema 1.31 (Teorema Fundamental del Álgebra). Todo polinomio q(x) de

grado n ∈ N 
on 
oe�
ientes reales se puede des
omponer 
omo un produ
to de

polinomios de la forma ax + b, aso
iados 
on las raí
es reales de q(x) y polinomios


uadráti
os irredu
ibles de la forma αx2 + βx+ γ aso
iados 
on las raí
es 
omplejas

de polinomio q(x). Más 
on
retamente,

q(x) = (a1x+ b1)
n1(a2x+ b2)

n2 · · · (alx+ bl)
nl×

× (αx2 + β1x+ γ1)
m1(α2x

2 + β2x+ γ2)
m2 · · · (αjx

2 + βjx+ γj)
mj ,

donde nr (1 ≤ r ≤ l) es la multipli
idad de la raíz real del fa
tor (arxr + br)

y ms (1 ≤ s ≤ j) es la multipli
idad de la raíz 
ompleja del fa
tor irredu
ible

(αsx
2 + βsx+ γs). Además,

n1 + n2 + · · ·+ nl + 2m1 + 2m2 + · · ·+ 2mj = n.

Des
omposi
ión en fra

iones par
iales. Utilizando este resultado se puede

mostrar en 
ursos avanzados para estudiantes de matemáti
as que toda fun
ión

ra
ional R(x) =
p(x)

q(x)
se puede des
omponer en una suma de fra

iones propias,


ono
ida 
omo des
omposi
ión en fra

iones par
iales, aso
iadas 
on 
ada raíz

real o 
ompleja del polinomio q. Más exa
tamente, si R(x) =
p(x)

q(x)
es una fun
ión
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ra
ional propia tal que p y q no tienen fa
tores 
omúnes, y si q se des
ompone 
omo

q(x) = (a1x+ b1)
n1(a2x+ b2)

n2 · · · (alx+ bl)
nl×

× (αx2 + β1x+ γ1)
m1(α2x

2 + β2x+ γ2)
m2 · · · (αjx

2 + βjx+ γj)
mj ,

enton
es dependiendo de los fa
tores tenemos las siguiente des
omposi
ión:

a) Por 
ada fa
tor de la forma (ax + b)n en la des
omposi
ión de q, R(x) tiene una

suma de fra

iones propias, denominadas fra

iones par
iales, de la forma:

A1

ax+ b
+

A2

(ax+ b)2
+

A3

(ax+ b)3
+ · · ·+ An

(ax+ b)n
.

b) Por 
ada fa
tor 
uadráti
o irredu
ible de la forma (αx2 + βx + γ)m en la

des
omposi
ión de q, R(x) tiene una suma de fra

iones propias, denominadas

fra

iones par
iales, de la forma:

A1x+B1

αx2 + βx+ γ
+

A2x+B2

(αx2 + βx + γ)2
+

A3x+B3

(αx2 + βx+ γ)3
+ · · ·+ Amx+Bm

(αx2 + βx+ γ)m
.

Ejemplo 1.32. Cal
ule la integral inde�nida dada utilizando la des
omposi
ión de la

fun
ión ra
ional dada en fra

iones par
iales.

1.- I =

∫
8x− 1

(2x− 3)(3x+ 1)
dx.

En este 
aso el denominador es q(x) = (2x − 3)(3x + 1). Por lo tanto, q tiene las

siguientes raí
es x1 = 3
2 de multipli
idad 1 y x2 = − 1

3 de multipli
idad 1. De a
uerdo


on la des
omposi
ión en fra

iones par
iales, la fun
ión ra
ional se puede es
ribir


omo:

8x− 1

(2x− 3)(3x+ 1)
=

a1
2x− 3

+
a2

3x+ 1
=

a1(3x+ 1) + a2(2x− 3)

(2x− 3)(3x+ 1)
.

Igualando los numeradores se 
on
luye que para todo x,

a1(3x+ 1) + a2(2x− 3) = 8x− 1.

Para determinar a1, a2, a3 basta 
on dar dos valores a la variable x. Los valores más

simples son las raí
es de q. Es de
ir, x = 3
2 , x = − 1

3 .

x =
3

2
⇒ a1

(

3

(
3

2

)

+ 1

)

= 8

(
3

2

)

− 1 = 11 ⇔
(
11

2

)

a1 = 11 ⇔ a1 = 2.

x = −1

3
⇒ a2

(

2

(

−1

3

)

− 3

)

= 8

(

−1

3

)

− 1 ⇔
(
11

3

)

a2 =
11

3
⇔ a2 = 1.
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Enton
es la fun
ión ra
ional tiene la forma

8x− 1

(2x− 3)(3x+ 1)
=

2

2x− 3
+

1

3x+ 1
.

Así que la integral se 
al
ula fá
ilmente,

∫
8x− 1

(2x− 3)(3x+ 1)
dx =

∫ (
2

2x− 3
+

1

3x+ 1

)

dx

= ln |2x− 1|+ 1

3
ln |3x+ 2|+ C.

2.- I =

∫
11x− 9

(2x− 1)2(3x+ 2)
dx.

En este 
aso el denominador es q(x) = (2x − 1)2(3x + 2). Por lo tanto, q tiene las

siguientes raí
es x1 = 1
2 de multipli
idad 2 y x2 = − 2

3 de multipli
idad 1. De a
uerdo


on la des
omposi
ión en fra

iones par
iales, la fun
ión ra
ional se puede es
ribir


omo:

11x− 9

(2x− 1)2(3x+ 2)
=

a1
2x− 1

+
a2

(2x− 1)2
+

a3
3x+ 2

=
a1(2x− 1)(3x+ 2) + a2(3x+ 2) + a3(2x− 1)2

(2x− 1)2(3x+ 2)
.

Igualando los numeradores se 
on
luye que para todo x,

a1(2x− 1)(3x+ 2) + a2(3x+ 2) + a3(2x− 1)2 = 11x− 9.

Para determinar a1, a2, a3 basta 
on dar tres valores a la variable x. Los valores más

simples son las raí
es de q. Es de
ir, x = 1
2 , x = − 2

3 y otro valor arbitrario, por

ejemplo x = 0.

x =
1

2
⇒ a2

(
3

2
+ 2

)

=
11

2
− 9 = −7

2
⇔ a2 = −1.

x = −2

3
⇒ a3

(

−4

3
− 1

)

= −22

3
− 9 = −49

3
⇔ a3 = −3.

x = 0 ⇒ −2a1 + 2a2 + a3 = −9 ⇔ a1 =
9 + 2a2 + a3

2
.

Dado que a3 = −3, 
on
luimos que a1 = 9+2a2+a3

2 = 9+2(−1)+(−3)
2 = 2. Enton
es la

fun
ión ra
ional tiene la forma

11x− 9

(2x− 1)2(3x+ 2)
=

2

2x− 1
− 1

(2x− 1)2
− 3

3x+ 2
.
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Así que la integral se 
al
ula fá
ilmente,

∫
11x− 9

(2x− 1)2(3x+ 2)
dx =

∫ (
2

2x− 1
− 1

(2x− 1)2
− 3

3x+ 2

)

dx

= ln |2x− 1|+ 1

2(2x− 1)
− ln |3x+ 2|+ C.

3.- I =

∫
4x+ 7

(2x+ 1)2(x2 + 2x+ 2)
dx.

Sea q(x) = (2x+1)2(x2 +2x+2). La primera observa
ión es que q tiene dos fa
tores

q1(x) = 2x+ 1 
on una raíz real (x1 = − 1
2 ) de multipli
idad 2, y q2(x) = x2 + 2x+ 2

es un fa
tor irredu
ible (pues el dis
riminante β2 − 4αγ = (2)2 − 4(1)(2) = −4 < 0).

Enton
es de la des
omposi
ión en fra

iones par
iales,

4x+ 7

(2x+ 1)2(x2 + 2x+ 2)
=

a

2x+ 1
+

b

(2x+ 1)2
+

cx+ d

x2 + 2x+ 2
.

Colo
ando denominador 
omún, obtenemos que

4x+ 7

(2x+ 1)2(x2 + 2x+ 2)

=
a(2x+ 1)(x2 + 2x+ 2) + b(x2 + 2x+ 2) + (cx+ d)(2x+ 1)2

(2x+ 1)2(x2 + 2x+ 2)
.

Por lo tanto, para 
ada x,

a(2x+ 1)(x2 + 2x+ 2) + b(x2 + 2x+ 2) + (cx+ d)(2x+ 1)2 = 4x+ 7.

Para determinar las 
uatro 
onstantes a, b, c, d basta 
on dar 
uatro valores arbitrarios

a la variable x. Los valores más simples están aso
iados 
on las raí
es de los fa
tores

q1 y q2. Además de las raí
es reales, 
uando las raí
es son 
omplejas se pueden tomar

valores de x sen
illos de evaluar 
omo 0, 1,−1, · · · .

x = −1

2
⇒ b

(
5

4

)

= −2 + 7 ⇔ b = 4.

x = 0 ⇒ 2a+ 2b+ d = 7 ⇔ 2a+ d = −1.

x = 1 ⇒ 3,5a+ 20 + 9(c+ d) = 11 ⇔ 15a+ 9c+ 9d = −9.

x = −1 ⇒ −a+ 4 + d− c = 3 ⇔ −a− c+ d = −1.

Resolviendo este sistema se puede ver que a = 0, c = 0 y d = −1. Es de
ir,

4x+ 7

(2x+ 1)2(x2 + 2x+ 2)
=

4

(2x+ 1)2
− 1

x2 + 2x+ 2
.

En 
onse
uen
ia, 
ompletando 
uadrados en la expresión 
uadráti
a x2 + 2x + 2,

en
ontramos que x2 + 2x+ 2 = (x+ 1)2 + 1. Así
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∫
4x+ 7

(2x+ 1)2(x2 + 2x+ 2)
dx =

∫ (
4

(2x+ 1)2
− 1

x2 + 2x+ 2

)

dx

=

∫ (
4

(2x+ 1)2
− 1

(x+ 1)2 + 1

)

dx

=− 2

2x+ 1
− arctan(x+ 1) + C.

4.- I =

∫
t4 + 2t3 + t2 − t

(t+ 1)(t2 + t+ 1)2
dt.

Sea q(t) = (t + 1)(t2 + t + 1)2. Notemos que el fa
tor q1(t) = t + 1 tiene a t1 = −1


omo raíz real de multipli
idad uno y el fa
tor q2(t) = t2 + t + 1 es irredu
ible en

R, (pues el dis
riminante B2 − 4AC = (1)2 − 4(1)(1) = −2 < 0). Del teorema de

des
omposi
ión en fra

iones par
iales tenemos que

t4 + 2t3 + t2 − t

(t+ 1)(t2 + t+ 1)2
=

a

t+ 1
+

bt+ c

t2 + t+ 1
+

dt+ e

(t2 + t+ 1)2
.

Colo
ando denominador 
omún en
ontramos que

t4 + 2t3 + t2 − t

(t+ 1)(t2 + t+ 1)2
=

a(t2 + t+ 1)2 + (bt+ c)(t+ 1)(t2 + t+ 1) + (dt+ e)(t+ 1)

(t+ 1)(t2 + t+ 1)2
.

En 
onse
uen
ia, para 
ada t tenemos que

t4 + 2t3 + t2 − t = a(t2 + t+ 1)2 + (bt+ c)(t+ 1)(t2 + t+ 1) + (dt+ e)(t+ 1).

Como hemos visto en los 
asos anteriores ne
esitamos dar 
in
o valores a la variable

t para es
oger las 
onstantes a, b, c, d y e. En este 
aso vamos a tomar t = −1, t = 0,

t = 1 y t = i.

t = −1 ⇒ a = 1

t = 0 ⇒ 1 + c+ e = 0 ⇔ c+ e = −1.

t = 1 ⇒ 9 + 6(b+ c) + 2(d+ e) = 3 ⇔ 6b+ 6c+ 2d+ 2e = −6.

t = i ⇒ −1 + (c+ bi)(i+ 1)i = (e+ di)(1 + i) = −3i ⇔

− 1− (c+ b) + (c− b)i+ (e− d) + (e + d)i = −3i ⇔

− b− c− d+ e = 1 ∧ −b+ c+ d+ e = −3.

Resolviendo el sistema obtenido vía método de elimina
ión 
on
luimos que a = 1,

b = c = 0, d = −2 y e = −1. Así que

t4 + 2t3 + t2 − t

(t+ 1)(t2 + t+ 1)2
=

1

t+ 1
− 2t+ 1

(t2 + t+ 1)2
.
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Por lo tanto

∫
t4 + 2t3 + t2 − t

(t+ 1)(t2 + t+ 1)2
dt =

∫ (
1

t+ 1
− 2t+ 1

(t2 + t+ 1)2

)

dt

= ln |t+ 1|+ 1

t2 + t+ 1
+ C.

5.- I =

∫
z4 + 3z2 − 2z + 2

(z2 + 1)2(z − 1)2
dz.

Sea q(z) = (z2 +1)2(z− 1)2. La primera observa
ión es que el fa
tor q1(z) = (z− 1)2

tiene a z = 1 
omo raíz real de multipli
idad dos y el fa
tor q2(z) = (z2 + 1)2 tiene

raí
es 
omplejas. Del teorema de des
omposi
ión en fra

iones par
iales sabemos que

z4 + 3z2 − 2z + 2

(z2 + 1)2(z − 1)2
=

a

z − 1
+

b

(z − 1)2
+

cz + d

z2 + 1
+

ez + f

(z2 + 1)2
.

Colo
ando denominador 
omún, en
ontramos que

z4 + 3z2 − 2z + 2

(z2 + 1)2(z − 1)2

=
a(z − 1)(z2 + 1)2 + b(z2 + 1)2 + (cz + d)(z − 1)2(z2 + 1) + (ez + f)(z − 1)2

(z − 1)2(z2 + 1)2
.

Tomando los valores z = 1, z = 0, z = −1, z = 2 y z = i, 
on
luimos que b = 1,

f = 1, a = c = d = e = 0. Por lo tanto,

z4 + 3z2 − 2z + 2

(z2 + 1)2(z − 1)2
=

1

(z − 1)2
+

1

(z2 + 1)2
.

En parti
ular,

∫
z4 + 3z2 − 2z + 2

(z2 + 1)2(z − 1)2
dz =

∫ (
1

(z − 1)2
+

1

(z2 + 1)2

)

dz =
−1

z − 1
+

∫
1

(z2 + 1)2
dz.

La integral I1 =

∫
1

(z2 + 1)2
dz requiere efe
tuar una sustitu
ión trigonométri
a.

Este tipo de integrales serán 
onsideradas en la siguientes se

ión.

Ejer
i
ios

I.- Evalúe las siguientes integrales utilizando fra

iones par
iales.

1.

∫
y3

2y − 1
dy. 2.

∫
y

y2 + 4y
dy.

3.

∫
y3

y2 + y − 6
dy.

4.

∫
z + 1

z3 − z2
dz.

5.

∫
y3 − 1

y2 + 1
dy. 6.

∫
1

(y2 + 1)(y2 + 4)
dy.
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7.

∫
y4

y2 − 4
dy. 8.

∫
y4

y2 + 4y + 4
dy. 9.

∫
1

(y + 1)(y2 + 1)
dy.

10.

∫
z2 + z

z3 − z2 − 2z
dz. 11.

∫
2z2 + 3

z4 − 2z2 + 1
dz. 12.

∫
z2 + z

(z2 − 4)(z + 4)
dz.

13.

∫
4z4 + z + 1

z5 + z4
dz. 14.

∫
z2 + 2

(z2 + 1)2
dz. 15.

∫
6z3 − 18z

(z2 − 1)(z2 − 4)
dz.

16.

∫
z2

z4 − 1
dz. 17.

∫
x3 − x+ 3

x2 + x− 2
dx. 18.

∫
z4 + 4

(z2 + 1)2(z2 + 2)
dz.

19.

∫
x3

(x2 − 4)2
dx. 20.

∫
x+ 2

x2 − 4x
dx. 21.

∫
2x− 3

(x − 1)2
dx.

22.

∫
x4

(x− 1)3
dx. 23.

∫
3x

x2 − 6x+ 9
dx.

24.

∫
4x2 − 1

2x(x2 + 2x+ 1)
dx.

25.

∫
x

(6x4 − 1
dx.

26.

∫
x2 − 1

x3 + x
dx. 27.

∫
6x2 + 1

x2(x− 1)3
dx.

28.

∫
x2 + x+ 2

(x2 + 2)2
dx. 29.

∫
x2 + 5

x3 + x
dx. 30.

∫
x2 − 4x+ 7

x3 − x2 + x+ 3
dx.

31.

∫
x2+5

x3−x2+x+3
dx. 32.

∫
2x3 − 4x2 − 15x+ 5

x2 − 2x− 8
dx.

II.- En los siguientes problemas haga una sustitu
ión preliminar antes de usar el

método de fra

iones par
iales.

1.

∫
cos θ

sen2 θ − sen θ − 6
dθ.

2.

∫
sec2 t

tan3 t+ tan2 t
dt.

1.2.5. Sustitu
iones trigonométri
as. Este método se usa en la solu
ión de

integrales en las que apare
en expresiones de la forma

√

a2 + x2,
√

a2 − x2,
√

x2 − a2, a > 0.

El método que vamos a utilizar 
onsiste en eliminar los radi
ales mediante la

utiliza
ión de las identidades trigonométri
as

1 + tan2(α) = sec2(α), sec2(α)− 1 = tan2(α), sen2(α) + cos2(α) = 1.
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Caso I. Integrales 
on expresiones de la forma

√
a2 + x2

.

En este 
aso 
onsideramos la sustitu
ión x = a tanα 
on a > 0. En este 
aso tenemos

que:

√

a2 + x2 =
√

a2 + a2 tan2(α)

=
√

a2(1 + tan2(α))

=
√

a2(sec2(α))

= |a sec(α)| .

Notemos que la sustitu
ión x = a tan(α) es equivalente a que α = tan−1
(
x
a

)
, 
on

−π
2 < α < π

2 . Dado que en el intervalo

(
−π

2 ,
π
2

)
la fun
ión secα es positiva, enton
es

|a secα| = a secα.

En 
onse
uen
ia 
on
luimos que

√
a2 + x2 = a sec(α).

Ejemplo 1.33. Cal
ular la integral

∫
x2

√
4 + x2

dx.

Solu
ión. Vamos a utilizar la sustitu
ión. En este 
aso a = 2. Por tanto, si ha
emos

la sustitu
ión x = 2 tanα, tendremos que dx = 2 sec2(α)dα. Así que,

∫
x2

√
4 + x2

dx =

∫
4 tan2(α)

√

4(1 + tan2(α))
2 sec2(α)dα

=

∫
4 tan2(α)2 sec2(α)
√

4 sec2(α)
dα

= 4

∫
tan2(α) sec2(α)

secα
dα

= 4

∫

tan2(α) sec(α)dα

= 4

∫

(sec2(α)− 1) sec(α)dα

= 4

∫

(sec3(α)− sec(α))dα.

Pero re
ordemos que

∫

sec(α)dx = ln (tan(α) + sec(α)) + C

∫

sec3(α)dx =
1

2
sec(α) tan(α) +

1

2
ln (tan(α) + sec(α)) + C.
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Enton
es, dire
tamente obtenemos que

∫
x2

√
4 + x2

dx = 4

∫

(sec3(α) − sec(α))dα

= 4
(1

2
sec(α) tan(α) +

1

2
ln (tan(α) + sec(α)) − ln (tan(α) + sec(α))

)

= 2 sec(α) tan(α) − 2 ln (tan(α) + sec(α)) + C.

Finalmente, debemos volver a las variables originales. Es de
ir, expresar α en

términos de la variable original x. Para ello, re
ordemos que si x = 2 tanα, enton
es

tan(α) =
x

2
. Utilizando un triángulo re
tángulo podemos expresar las fun
iones

trigonométri
as en términos de x. Más 
on
retamente, dado que

tan(α) =
x

2
=


ateto opuesto (CO)


ateto adya
ente (CA)
.

Consideremos el triángulo en la �gura y denotemos el ángulo α entre la base y la

hipotenusa. Por lo tanto, la base es el 
ateto adya
ente y tiene longitud CA = 2. Por

lo tanto, el 
ateto opuesto tiene longitud CO = x. De modo que la hipotenusa es (ver

grá�
a)

H =
√

22 + x2 =
√

4 + x2.

CA = 2

CO = x
H
=

√ 4 +
x
2

α

Figura 1.2.1: Expresión H =
√
4 + x2

.

Observemos que

sec(α) =
hipotenusa


ateto adya
ente

=
H

CA
=

√
x2 + 4

2
, tan(α) =

x

2
.

En 
onse
uen
ia 
on
luimos que

∫
x2

√
4 + x2

dx =
x
√
x2 + 4

2
− 2 ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
x2 + 4 + x

2

∣
∣
∣
∣
∣
+ C.
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Caso II. Integrales 
on expresiones de la forma

√
a2 − x2

.

En este 
aso se ha
e la sustitu
ión x = a senα. Por lo tanto, de esta forma se tendrá

que

√

a2 − x2 =
√

a2 − a2 sen2(α)

=
√

a2(1− sen2(α))

=
√

a2(cos2(α))

= |a cos(α)|.

La sustitu
ión x = a sen(α) es equivalente a que α = sen−1(xa ), 
on −π
2 ≤ α ≤ π

2 , por

esta razón |a cosα| = a cos(α), ya que en el intervalo

[
−π

2 ,
π
2

]
la fun
ión cos(α) es

positiva. En 
onse
uen
ia

√

a2 − x2 = a cos(α).

Ejemplo 1.34. Cal
ular la integral

∫
x3

√
1− x2

dx.

En este 
aso a = 1, por tanto, si se ha
e la sustitu
ión x = sen(α), se tendrá que

dx = cos(α)dα. Reemplazando en
ontramos que,

∫
x3

√
1− x2

dx =

∫
sen3(α)

√

1− sen2(α)
cos(α)dα

=

∫
sen3(α)√
cos2 α

cos(α)dα

=

∫

sen3(α)dα

=

∫

senα sen2(α)dα

=

∫

senα(1 − cos2(α))dα.

Esta integral se puede resolver por sustitu
ión de la fun
ión trigonométri
a cos. Es

de
ir, hagamos, u = cosα, por lo tanto tenemos que du = − sen(α)dα y la integral se


onvierte en

∫

sen(α)(1 − cos2(α))dα = −
∫

(1 − u2)du =
u3

3
− u+ C

=
1

3
cos3 α− cosα+ C.
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Tenemos ahora que retornar a la variable original. Es de
ir, expresar las fun
ión

trigonométri
a cos(α) en términos de x. Re
ordemos que

sen(α) =
x

1
=


ateto opuesto

hipotenusa

=
CO

H
.

Consideremos el triángulo en la �gura y denotemos el ángulo α entre la base y la

hipotenusa. Por lo tanto, la base es el 
ateto adya
ente. Por lo tanto el 
ateto opuesto

tiene longitud CO = x y la hipotenusa tiene longitud H = 1. De modo que el 
ateto

adya
ente es (ver grá�
a)

CA =
√

12 − x2 =
√

1− x2.

CA =
√
1− x2

CO = xH
=
1

α

Figura 1.2.2: Expresión CA =
√
1− x2

.

De otro lado, tenemos que

cos(α) =

ateto adya
ente

Hipotenusa

=
CA

H
=

√
1− x2

1
, sen(α) =

x

1
= x.

En 
onse
uen
ia,

∫
x3

√
1− x2

dx =
1

3
(1− x2)

2
3 − (1− x2)

1
2 + C.
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Caso III. Integrales 
on expresiones de la forma

√
x2 − a2.

En este 
aso se ha
e la sustitu
ión x = a secα, de esta forma se tendrá que

√

x2 − a2 =
√

a2 sec2 α− a2

=
√

a2(sec2 α− 1)

=
√

a2(tan2 α)

= |a tanα| .

La sustitu
ión x = a sec(α) es equivalente a

α = sec−1
(x

a

)

, 0 ≤ α < π y |x| ≥ a;

por esta razón

|a tan(α)| = ±a tan(α),

ya que en el intervalo

[
0, π

2

)
la fun
ión tanα es positiva y en el intervalo

(
π
2 , π

]
es

negativa.

La pregunta ahora es que signo tomar 
uando se ha
e la sustitu
ión x = a secα. Note

que |x| > a si y sólo si x ∈ (−∞,−a)
⋃
(a,∞). Si x ∈ (−∞,−a), es de
ir si x < −a,

enton
es el 
o
iente

x
a es negativo. En 
onse
uen
ia, sec(α) es también negativa, y en


onse
uen
ia α estará en el intervalo

(
π
2 , π

]
. En este intervalo tan(α) es resulta ser

negativa y tomaremos el signo menos.

Si x ∈ (a,∞), es de
ir si x > a, el 
o
iente x
a es positivo, y enton
es sec(α) es positiva

y α está en el intervalo

[
0, π2

)
. En este 
aso, tan(α) es positiva y tomaremos el signo

más.

Ejemplos 1.35. 1.- Cal
ule la integral

∫ √
x2 − 9

x
dx, x ≥ 3.

En este 
aso 
onsideremos la sustitu
ión x = 3 sec(α). Por lo tanto, tenemos que

dx = 3 sec(α) tan(α)dα. Reemplazando en
ontramos que

√

x2 − 9 =
√

9 sec2(α)− 9

=
√

9(sec2(α) − 1)

=
√

9(tan2(α))

= 3 tan(α).
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En este 
aso tomamos el signo positivo pues x ≥ 3 impli
a que αǫ
[
0, π2

)
. En


onse
uen
ia, tan(α) > 0. Enton
es tenemos que

∫ √
x2 − 9

x
dx =

∫ √

9 sec2(α) − 9

3 sec(α)
3 sec(α) tan(α)dα

=

∫ √

9(tan2(α))

3 sec(α)
3 sec(α) tan(α)dα

= 3

∫

tan2(α)dα

= 3

∫

(sec2(α)− 1)dα

= 3 tan(α)− 3α+ C.

Tenemos ahora que retornar a la variable original x. Es de
ir, expresar la fun
ión

trigonométri
a tan(α) en términos de x. Re
ordemos que

sec(α) =
x

3
=

hipotenusa


ateto adya
ente

=
H

CA
.

Consideremos el triángulo en la �gura y denotemos el ángulo α entre la base

y la hipotenusa. Por lo tanto, la base es el 
ateto adya
ente. Ahora, el 
ateto

adya
ente tiene longitud CA = 3 y la hipotenusa tiene longitud H = x. De modo

que el 
ateto opuesto es (ver grá�
a)

CO =
√

x2 − 32 =
√

x2 − 9

CA = 3

CO =
√
x2 − 9H

=
x

α

Figura 1.2.3: Expresión CO =
√
x2 − 9.

Como 
onse
uen
ia de lo anterior,

tan(α) =

ateto opuesto


ateto adya
ente

=
CO

CA
=

√
x2 − 9

3
, sec(α) =

x

3
.
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Por lo tanto tenemos que,

∫ √
x2 − 9

x
dx =

√

x2 − 9− 3 sec−1
(x

3

)

+ C.

2.- Cal
ular la integral

∫ √
4z2 − 9

z2
dz, z ≥ 3

2 .

En este 
aso no tenemos pre
isamente la expresión

√
x2 − a2. Pero observemos

que

√

4z2 − 9 =
√

(2z)2 − 9 =
√

x2 − 9,

donde x = 2z. En este 
aso ha
emos la sustitu
ión 2z = x = 3 sec(α). Enton
es,

2dz = dx = 3 sec(α) tan(α)dα. Por lo tanto, sustituyendo

z =
3

2
sec(α) y dz =

3

2
sec(α) tan(α)dα,

obtenemos que

∫ √
4z2 − 9

z2
dz =

∫ √

(2z)2 − 9

z2
dz

=

∫ √

(3 secα)2 − 9

(32 sec(α))
2

(
3

2
sec(α) tan(α)

)

dα

=
2

3

∫ √

9 sec2(α) − 9

sec(α)
tan(α)dα

= 2

∫ √

sec2(α)− 1

sec(α)
tan(α)dα

= 2

∫
tan2(α)

sec(α)
dα

= 2

∫
sec2(α)− 1

sec(α)
dα

= 2

∫ (
sec2(α)

sec(α)
− 1

sec(α)

)

dα

= 2

∫

(sec(α) − cos(α))dα

= 2(ln |sec(α) + tan(α)| − sen(α)) + C.

Retornemos ahora a la variable original. Es de
ir, expresar las fun
iones

trigonométri
as tan(α), sec(α) y sen(α) en términos de z. Re
ordemos que

z =
3

2
sec(α) ⇔ sec(α) =

2z

3
=

hipotenusa


ateto adya
ente

=
H

CA
.
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Consideremos el triángulo en la �gura y denotemos el ángulo α entre la base y la

hipotenusa. Por lo tanto, la base es el 
ateto adya
ente. Ahora, el 
ateto adya
ente

tiene longitud CA = 3 y la hipotenusa tiene longitud H = 2z.

CA = 3

CO =
√
4z2 − 9H

=
2z

α

Figura 1.2.4: Expresión CO =
√
4z2 − 9.

De modo que el 
ateto opuesto es (ver grá�
a)

CO =
√

(2z)2 − 32 =
√

4z2 − 9.

Por lo tanto,

tan(α) =
CO

CA
=

√
4z2 − 9

3
, sec(α) =

z

3
y sen(α) =

CO

H
=

√
4z2 − 9

2z
.

En 
onse
uen
ia,

∫ √
4z2 − 9

z2
dz = 2

(

ln

∣
∣
∣
∣
∣

2z

3
+

√
4z2 − 9

3

∣
∣
∣
∣
∣
−

√
4z2 − 9

2z

)

+ C.

1.2.6. Expresiones 
uadráti
as generales. Las té
ni
as de integra
ión

utilizadas para integrales inde�nidas que 
ontengan expresiones de la forma

√

x2 + a2,
√

x2 − a2 o

√

a2 − x2,

se pueden extender al 
aso de expresiones de la forma general

√

αx2 + βx+ γ, α, β, γ ∈ R.

Esta expresiones, después de 
ompletar 
uadrados, se pueden redu
ir mediante un


ambio de variable apropiados a expresiones de la forma

√

z2 + ρ2,
√

z2 − ρ2 o

√

ρ2 − z2, ρ > 0.

En efe
to, vamos a 
ompletar 
uadrados:

αx2 + βx+ γ = α

(

x2 +
β

α
x

)

+ γ.
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Re
ordemos que (x + r)2 = x2 + 2rx + r2. Por lo tanto, para 
ompletar 
uadrados

ha
emos 2r = β
α o r = β

2α . Así que debemos sumar y restar el término r2 =
(

β
2α

)2

.

Es de
ir,

αx2 + βx+ γ = α

(

x2 +
β

α
x

)

+ γ

= α

(

x2 +
β

α
x+

(
β

2α

)2

−
(

β

2α

)2
)

+ γ

= α

(

x2 +
β

α
x+

(
β

2α

)2
)

+ γ − β2

4α

= α

(

x+
β

2α

)2

+ γ − β2

4α

= αw2 + γ − β2

4α
, w = x+

β

2α
.

Dependiendo de los signos de α y γ − β2

4α , la última expresión 
uadráti
a toma una

de las formas

√

z2 + ρ2,
√

z2 − ρ2 o

√

ρ2 − z2, ρ > 0.

Ejemplos 1.36. 1.- Expresar las formas 
uadráti
as

√

4x2 + 8x+ 10,
√

2x2 − 2x− 1 y

√

−2x2 + 6x+ 2.

en una de las formas

√

z2 + ρ2,
√

z2 − ρ2 o

√

ρ2 − z2, ρ > 0.

a) Consideremos la expresión

√
4x2 + 8x+ 10. En este 
aso, 
ompletando 
uadrados,

4x2 + 8x+ 10 = 4(x2 + 2x) + 10 = 4(x2 + 2x+ 1− 1) + 10

= 4(x2 + 2x+ 1) + 10− 4 = 4(x+ 1)2 + 6.

Así que, si ha
emos z2 = 4(x + 1)2 y ρ2 = 6 en
ontramos que z = 2(x + 1) y que

ρ =
√
6, y por lo tanto,

√

4x2 + 8x+ 10 =

√

(2(x+ 1))2 + (
√
6)2 =

√

z2 + ρ2.

b) Se puede veri�
ar dire
tamente (½ha
erlo!) que

√

2x2 − 2x− 1 =

√

(2(x+ 1))2 − 3

2
=
√

z2 − ρ2,

donde z = 2(x+ 1) y ρ =
√

3
2 .
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) Consideremos ahora la expresión

√
−2x2 + 6x+ 2.

−2x2 + 6x+ 2 = −2(x2 − 3x) + 2 = −2

(

x2 − 3x+

(
3

2

)2

−
(
3

2

)2
)

+ 2

= −2

(

x2 − 3x+

(
3

2

)2
)

+ 2

(
3

2

)2

+ 2

=
13

2
− 2

(

x− 3

2

)2

= ρ2 − z2, z =
√
2

(

x− 3

2

)

, ρ =

√

13

2
.

De donde

√
−2x2 + 6x+ 2 =

√

ρ2 − z2.

2.- Cal
ular la integral

∫

x2
√

3− 2x− x2dx.

Vamos a pro
eder a 
ompletar 
uadrados en la expresión 3 − 2x − x2
. En este 
aso

tenemos que

3− 2x− x2 = 3− (x2 + 2x) = 3− (x2 + 2x+ 1− 1)

= 3− ((x + 1)2 − 1) = 4− (x+ 1)2 = 4− z2,

donde z = x+ 1 o x = z − 1. Por lo tanto,

∫

x2
√

3− 2x− x2dx =

∫

x2
√

4− (x+ 1)2dx =

∫

(z − 1)2
√

4− z2dz.

Si ha
emos la sustitu
ión trigonométri
a z = 2 sen(α), tendremos que dx = 2 cos(α)dα

y en 
onse
uen
ia,

∫

x2
√

3− 2x− x2dx =

∫

x2
√

(4− (x+ 1)2dx

=

∫

(z − 1)2
√

4− z2dz

=

∫

(2 sen(α)− 1)2
√

4− (2 sen(α))2(2 cos(α))dα

=

∫

(2 sen(α)− 1)2
√

4− 4 sen2(α)(2 cos(α))dα.

Notemos que

(2 sen(α)− 1)2 = 4 sen2(α) − 4 sen(α) + 1,
√

4− 4 sen2(α) = 2 cos2(α).

Reemplazando en
ontramos que

∫

x2
√

3− 2x− x2dx = 4

∫
(
4 sen2(α) cos2(α) − 4 sen(α) cos2(α) + cos2(α)

)
dα.
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Dejamos al le
tor la �naliza
ión del ejer
i
io. Re
ordemos que las identidades

sen2(α) =
1− cos 2(α)

2
y cos2(α) =

1 + cos 2(α)

2
,

son útiles para determinar integrales trigonométri
as de la forma

∫

sen2(α) cos2(α)dα o

∫

cos2(α)dα.

Ejer
i
ios

Resolver usando sustitu
ión trigonométri
a.

1.

∫
1

(25− x2)3/2
dx. 2.

∫
1

x2
√
25− x2

dx. 3.

∫
3

x2 + x− 2
dx.

4.

∫
5− x

2x2 + x− 1
dx.

5.

∫ √
25− x2

x
dx. 6.

∫
1

x
√
4x2 + 16

dx.

7.

∫
√

16− 4x2 dx. 8.

∫

x
√

16− 4x2 dx. 9.

∫
1√

x2 − 9
dx.

10.

∫
x

(1 − x2)3/2
dx.

11.

∫
x2

(1 − x2)3/2
dx. 12.

∫
x4

(1− x2)5/2
dx.

13.

∫ √
1− x2

x4
dx.

14.

∫ √

4y2 + 9

y4
dy. 15.

∫
1

x(
√
4x2 + 9)

dx.

16.

∫
1

(x2 + 3)3/2
dx. 17.

∫
x

(x2 + 3)3/2
dx.

18.

∫
x3

√
x2 − 4

dx.

19.

∫

y3
√

y2 − 4 dy.
20.

∫ √
u2 + 4

u
du. 21.

∫
1

(1 + x2)3
dx.

22.

∫
1√

4w − w2
dw.

23.

∫
x2

√
x2 − 1

dx. 24.

∫

x2
√

x2 − 4 dx.

25.

∫
x+ 3√

3− 2x− x2
dx. 26.

∫
1√

2z − z2
dz. 27.

∫
w√

5 + 12w − 9w2
dw.

28.

∫
√

4x2 + 4x− 3 dx. 29.

∫
2x+ 3√

x2 + 2x+ 5
dx. 30.

∫
x+ 4

(6x− x2)3/2
dx.
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1.3. Evalua
ión del Primer Capítulo

1.- a). En
uentre una fun
ión diferen
iable h tal que







dh(z)

dz
= 5z1/3 ln(z)− 4 cos2(4z),

h(1) = 4.

b). Un automóvil viaja a 100 km/h 
uando el 
ondu
tor observa que se

ha presentado un a

idente a 80 metros adelante y frena rápidamente. ¾Qué

desa
elera
ión 
onstante se requiere para detener a tiempo el automóvil antes

de que o
urra una 
olisión?

2.-

∫

e−3w cos(4w) dw. 3.-

∫

y 3
√

2y + 5 dy.

4.-

∫
tan5(y)

sec2/3(y)
dy. 5.-

∫
z√

z2 + 4z + 3
dz.

6.-

∫
5x2 + 14x+ 17

(x− 1)(x+ 2)(x2 + 2x+ 3)
dx.



Capítulo 2

La integral de�nida y apli
a
iones

2.1. El 
on
epto de área

Consideremos una 
urva 
errada C 
ontenida en el plano xy y sea R la región del

plano limitada por la 
urva C. Estamos interesados en 
ara
terizar un número real,

denotado por A(R), que representa la �medida� de la región R. Esta medida será

denominada área de R.

El ejemplo más simple de una región en

el plano a la 
ual le podemos asignar

una medida es un triángulo T . En este


aso, si b representa la longitud de la

base y h representa la altura del triángulo

tomado sobre esta base del triángulo (ver

Figura 2.1.1), enton
es el área de T viene

dada por

T
h

b

Figura 2.1.1: Área del triángulo.

A(T ) =
1

2
b h.

Notemos que el área para regiones del plano que se puedan des
omponer en triángulos

está perfe
tamente determinada. Este es el 
aso de las regiones re
tangulares. Más

aún, si R es una región del plano limitada por una 
urva 
errada poligonal C (formada

por segmentos de línea, ver por ejemplo la Figura 2.1.2), enton
es A(R) está bien

de�nida, pues la región R se puede subdividir en un número �nito de triángulos.

En 
onse
uen
ia, el área de la región R, A(R), viene dada por

A(R) = A(R1) +A(R2) +A(R3) +A(R4) + · · ·+A(R8)

=

8∑

1

A(Ri),

donde Ri denota la i-ésima región triangular de la subdivisión de la región R.

71
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R

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

R8

Figura 2.1.2: Des
omposi
ión en triángulos.

La pregunta natural que surge después de esta dis
usión es 
ómo estimarA(R) 
uando

la región R está limitada por una 
urva 
errada C, la 
ual no ne
esariamente es

poligonal, 
omo por ejemplo la de la Figura 2.1.3.

R

Figura 2.1.3: Región R limitada por la 
urva 
errada C.

Una primera aproxima
ión para determinar una posible respuesta 
onsiste tomar n

puntos sobre la 
urva C y 
onstruir una 
urva poligonal C denotada 
on Cn. Note que

esta 
urva Cn determina una región poligonal Rn 
uya área A(Rn) está bien de�nida

(ver Figura 2.1.4).

Pn

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

. . .

Rn

Figura 2.1.4: Aproxima
ión más �na.
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Más aún, si n es su�
ientemente grande, enton
es la poligonal Cn aproxima �mejor�

la 
urva C, y por lo tanto, la región poligonal Rn se aproxima a la región R.

R

Figura 2.1.5: Aproxima
ión de la región.

En otras palabras, el área de la región R, A(R), se debe interpretar 
omo un pro
eso

de límite. Más 
on
retamente,

Defini
ión 2.1 (Área). Sea C una 
urva 
errada en el plano xy y sea R la región

limitada por C. Diremos que la región R tiene área �nita, si existe un número real

A(R) tal que

(2.1) A(R) = ĺım
n→∞

A(Rn)

sobre todas las regiones poligonales Rn limitadas por 
urvas poligonales Cn de�nidas

sobre la 
urva C.

Es importante observar que si A(R) existe, enton
es el límite es independiente de la

subdivisión de la región R. Este he
ho se puede demostrar en un 
urso más avanzado

que 
ontenga elementos de análisis real. Teniendo esto en mente, el 
ál
ulo del área,

A(R), 
omo un pro
eso de límite se redu
e a efe
tuar las estima
iones para una

subdivisión parti
ular de la región R.

Ejemplo 2.2. Sea R la región del plano determinada por un semi
ír
ulo de radio r

y su diámetro (ver Figura 2.1.6). Vamos a veri�
ar que A(R) = 1
2πr

2
.

Primero subdividamos el ar
o de π radianes en n subar
os de igual magnitud. Es de
ir,

en n ar
os de π/n radianes. Así el semi
ír
ulo R se puede aproximar por una región

poligonal Rn subdivida en n triángulos Tn, todos de igual área (ver Figura 2.1.6).

Por lo tanto, A(Ti) = A(T1) para i = 1, 2, · · · , n. Así que

A(R) ≈ A(Rn) = A(T1) +A(T2) +A(T3) + · · ·+A(Tn) = nA(T1).
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P1

P2

P3

P4

.

.

.

Pn

r

0

π/n
T1

Figura 2.1.6: Subdivisión semi
ír
ulo.

r

0

π/n

r sen(π/n)

Figura 2.1.7: Área del triángulo T1 
on

ángulo π/n y base r.

Pero un 
ál
ulo simple muestra que A(T1) =
1
2r

2 sen(π/n) (ver Figura 2.1.7). Luego

A(R) ≈ A(Rn) = nA(T1) = n · 1
2
r2 sen

(π

n

)

= n · 1
2
r2

(

sen
(
π
n

)

π
n

)
(π

n

)

=
1

2
πr2

(

sen
(
π
n

)

π
n

)

.

De otro lado, ha
iendo la sustitu
ión y = π
n , vemos que

ĺım
n→∞

sen
(
π
n

)

π
n

= ĺım
y→0+

sen(y)

y
= 1.

Como 
onse
uen
ia de lo anterior,

A(R) = ĺım
n→∞

A(Rn) =
1

2
πr2 ĺım

n→∞

(

sen
(
π
n

)

π
n

)

=
1

2
πr2.

2.1.1. Sobre sumatorias. Con el propósito de realizar el 
ál
ulo explí
ito de

algunas integrales de�nidas sen
illas, vamos a presentar algunas propiedades bási
as

para sumatorias y fórmulas.

Propiedades:

1.

n∑

i=1

(ai + αbi) =
n∑

i=1

ai + α
n∑

i=1

bi, 
on α ∈ R (linealidad).

2.

n∑

i=1

α = αn, 
on α ∈ R.
3.

n∑

i=1

i =
n(n+ 1)

2
.

4.

n∑

i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

5.

n∑

i=1

i3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Ejemplo 2.3. Utilizar las propiedades y fórmulas para 
al
ular

5∑

i=1

(4i2 − 2i+ 6).
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Solu
ión.

5∑

i=1

(4i2 − 2i+ 6) = 4

5∑

i=1

i2 − 2

5∑

i=1

i+ 6

5∑

i=1

1

= 4

(
(5)(6)(11)

6

)

− 2

(
(5)(6)

2

)

+ 6(5) = 220.

2.2. Área bajo la grá�
a de una fun
ión 
ontinua y positiva

Sea f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinua y positiva. Denotemos 
on R a la región del

plano limitada por la grá�
a de f , las re
tas x = a y x = b, y el eje x (y = 0).

x

y y = f(x)

a b0
| |

Figura 2.2.1: Área bajo la grá�
a de una fun
ión en el intervalo [a, b].

Defini
ión 2.4 (Parti
ión). Una parti
ión P de [a, b] es una subdivisión de [a, b]

en subintervalos de la forma [xi−1, xi], donde

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.

b b b b b b b
a = x0 x1 x2 x3 · · · xi−1 xi · · · b = xn

x

Denotaremos 
on ∆xi a la longitud del intervalo [xi−1, xi]. Es de
ir, ∆xi = xi−xi−1,

y la norma de la parti
ión P se de�ne 
omo,

‖P‖[a,b] := máx{∆x1,∆x2,∆x3, · · ·∆xn}.

Ejemplos 2.5. Determine la norma de la parti
ión P del intervalo I = [1, 3] dada

por x0 = 1, x1 = 3
2 , x2 = 13

8 , x3 = 2, x4 = 9
4 , x5 = 5

2 , x6 = 3. Enton
es

∆1x = x1 − x0 = 1
2 , ∆2x = x2 − x1 = 1

8 , ∆3x = x3 − x2 = 3
8 , ∆4x = x4 − x3 = 1

4 ,

∆5x = x5 − x4 = 1
4 , ∆6x = x6 − x5 = 1

2 . Por lo tanto, la norma de la parti
ión es

‖P‖[1,3] := máx

{
1

2
,
1

8
,
3

8
,
1

4
,
1

4
,
1

2

}

=
1

2
.
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En adelante diremos que la parti
ión P de [a, b] es regular, si la longitud de los

subintervalos es igual. En este 
aso para i = 1, 2, · · · , n,

∆ix = xi − xi−1 =
b− a

n
:= ∆x y xi = xi−1 +∆x = x0 + i

(
b− a

n

)

.

Note que en este 
aso la norma de la parti
ión es

‖P‖[a,b] =
(
b− a

n

)

= ∆x.

Ejemplos 2.6. Dado el intervalo I = [1, 3], determine una parti
ión regular P de I


on n = 6. Utilizando la nota
ión anterior

∆ix =
3− 1

6
=

1

3
= ∆x y xi = xi−1 +

1

3
= 1 +

1

3
i.

Por lo tanto, x0 = 1, x1 = 4
3 , x2 = 5

3 , x3 = 2, x4 = 7
3 , x5 = 8

3 , x6 = 3. Además,

‖P‖[1,3] = 1
3 .

Con el �n de estimar el área A(R) bajo la grá�
a de f sobre el intervalo [a, b],


onstruyamos re
tángulos sobre 
ada subintervalo [xi−1, xi] tomando 
omo altura hi

al valor de f en algún punto x∗
i ∈ [xi−1, xi] (ver Figura 2.2.2). Es de
ir, hi = f(x∗

i ).

x

y

| | | | | | |

y = f(x)

a = x0 b = xn
0 x1 x2 xi−1 x∗

i xi· · · · · ·

hi

Figura 2.2.2: Estima
ión del área A(R) bajo la grá�
a de f sobre el intervalo [a, b].

Por lo tanto,

A(R) ≈ f(x∗
1)∆1x+ f(x∗

2)∆2x+ f(x∗
3)∆3x+ · · ·+ f(x∗

n)∆nx

≈

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix.
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Así, intuitivamente se tiene que

A(R) = ĺım
n→∞

(f(x∗
1)∆1x+ f(x∗

2)∆2x+ f(x∗
3)∆3x+ · · ·+ f(x∗

n)∆nx)

= ĺım
n→∞

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix,

sobre todas las parti
iones P de [a, b].

En adelante llamaremos sumas de Riemann a las sumas de la forma

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix,

aso
iadas 
on la parti
ión P de [a, b], x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

donde ∆ix = xi − xi−1 y x∗
i ∈ [xi−1, xi].

Observa
ión 2.7. Como en la dis
usión general de área, el 
ál
ulo del área bajo

la grá�
a de una fun
ión 
ontinua y positiva, 
uando ésta existe, puede realizarse

utilizando una parti
ión regular del intervalo [a, b] y efe
tuando una es
ogen
ia

arbitraria de x∗
i ∈ [xi−1, xi].

Ejemplos 2.8. Sea f(x) = x + 1 de�nida sobre el intervalo [0, 1]. Note que f es


ontinua y positiva.

Claramente sabemos que el área de este

trape
io es A(R) = 3/2 (ver Figura 2.2.3).

Para realizar el estimativo de A(R) vía

el límite de las sumas de Riemann,

vamos a es
oger una parti
ión regular del

intervalo [0, 1]. Es de
ir, dado n ∈ N,

vamos a subdividir [0, 1] en n subintervalos

de�niendo la siguiente parti
ión 
on norma

‖P‖[0,1] = 1−0
n = 1

n = ∆x. Más aún,

1 2 3

1

2

x

y

y = x+ 1

0

R

Figura 2.2.3: Región trapezoidal

limitada por f(x) = x + 1 y las re
tas

y = 0, x = 0 y x = 1.

x0 = 0, x1 = x0 +∆x =
1

n
, x2 = x1 +∆x =

2

n
, · · · , xi =

i

n
.

Para de�nir la altura hi sobre 
ada subintervalo [xi−1, xi], tomamos el valor de f en

el extremo dere
ho del intervalo. Esto es, x∗
i = xi y hi = f(xi) = xi + 1 = i

n + 1. En
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el 
ál
ulo que vamos a realizar utilizaremos que

n∑

i=1

i =
n(n+ 1)

2
. Por lo tanto,

A(R) = ĺım
n→∞

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix = ĺım

n→∞

n∑

i=1

(xi + 1)∆x

= ĺım
n→∞

n∑

i=1

(xi + 1)

(
1

n

)

= ĺım
n→∞

n∑

i=1

(
1

n
+ 1

)(
1

n

)

,

= ĺım
n→∞

n∑

i=1

(
i

n2
+

1

n

)

= ĺım
n→∞

(

1

n2

n∑

i=1

i+
1

n

n∑

i=1

1

)

= ĺım
n→∞

(
1

n2

(n(n+ 1))

2
+

(
1

n

)

n

)

=
1

2
+ 1 =

3

2
.

Observa
ión 2.9. Observemos que la fun
ión f(x) = x + 1 tiene 
omo una

antiderivada a la fun
ión F (x) = (12 )x
2 + x+C. Si de�nimos F (x)

∣
∣
b

a
:= F (b)− F (a),

enton
es podemos ver que

A(R) = F (x)
∣
∣
1

0
: F (1)− F (0) =

(
1

2
+ 1 + C

)

− (0 + C) =
3

2
.

En otras palabras, de forma 
oin
iden
ial 
omo en el ejemplo anterior, el 
ál
ulo del

área A(R) se redu
e también a en
ontrar una antiderivada de f y evaluarla en los

extremos del intervalo. Vamos a veri�
ar que este he
ho es 
onse
uen
ia del Teorema

Fundamental de Cál
ulo.

Ejemplo 2.10. Sea f(x) = x2
de�nida sobre el intervalo [0, 2]. Note que f es 
ontinua

y positiva.

Para 
al
ular A(R) vía el límite de las sumas de Riemann, vamos a es
oger una

parti
ión regular del intervalo [0, 2]. Es de
ir, dado n ∈ N, vamos a subdividir [0, 2]

en n subintervalos de�niendo la siguiente parti
ión 
on norma ‖P‖[0,1] = 2
n = ∆x.

x0 = 0, x1 =
2

n
, x2 =

4

n
, · · · , xi =

2i

n
.

Para de�nir la altura hi sobre 
ada subintervalo [xi−1, xi], tomamos el valor de f en

el extremo dere
ho. Esto es, x∗
i = xi y hi = f(xi) =

(
2i
n

)2
= 4i2

n2 . Para los 
ál
ulos

debemos re
ordar que

n∑

i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. Por lo tanto,
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1 2 3

1

2

3

4

x

y

y = x2

0

R

Figura 2.2.4: Región limitada por

f(x) = x2
y las re
tas y = 0 y x = 2.

A(R) = ĺım
n→∞

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix

= ĺım
n→∞

n∑

i=1

4i2

n2

(
2

n

)

= ĺım
n→∞

8

n3

n∑

i=1

i2

= ĺım
n→∞

8

n3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

= ĺım
n→∞

8n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3

= ĺım
n→∞

4
(
1 + 1

n

) (
2 + 1

n

)

3
=

8

3
.

Observa
ión 2.11. Como en el ejemplo anterior, la fun
ión f(x) = x2
tiene 
omo

una antiderivada a la fun
ión F (x) = (13 )x
3 +C. En este 
aso también se veri�
a que

A(R) = F (x)
∣
∣
2

0
= F (2)− F (0) =

(
8

3
+ C

)

− (0 + C) =
8

3
.

En otras palabras, de forma 
oin
iden
ial 
omo en el ejemplo anterior, el 
ál
ulo del

área A(R) se redu
e también a en
ontrar una antiderivada de f y evaluarla en los

extremos del intervalo. Vamos a veri�
ar que este he
ho es 
onse
uen
ia del Teorema

Fundamental de Cál
ulo.

El resultado que garantiza la existen
ia del área bajo la grá�
a para fun
iones


ontinuas y positivas es el siguiente teorema:

Teorema 2.12. Sean f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinua y positiva y R la región

del plano limitada por la grá�
a de f , las re
tas x = a y x = b, y el eje x (y = 0).

Enton
es el área de R, A(R), existe y viene dada por

A(R) = ĺım
n→∞

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix,

sobre todas las parti
iones P de [a, b], x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

donde ∆ix = xi − xi−1 y x∗
i ∈ [xi−1, xi]. En adelante denotaremos A(R) 
omo

A(R) =

∫ b

a

f(t) dt.
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Observemos que la dis
usión presentada para fun
iones 
ontinuas y positivas se puede

extender de forma dire
ta al 
aso de fun
iones 
ontinuas que 
ambien de signo (ver

Figura 2.2.5).

x

y

y = f(x)

a b
0

| |

Figura 2.2.5: Fun
ión 
ontinua que 
ambia de signo.

En parti
ular, las sumas de Riemann tiene sentido aún 
uando la fun
ión tome valores

negativos. Debe ser 
ompletamente 
laro que si la fun
ión 
ontinua 
ambia de signo,

enton
es el resultado del límite no representa área. Podemos pensar que la integral

de�nida representa la diferen
ia entre las áreas de las región en donde la fun
ión es

positiva y la región en donde la fun
ión es negativa. Para ilustrar un po
o lo anterior,


onsideremos una fun
ión 
ontinua f : [a, b] → R y de�namos la parte positiva f+
de

f y la parte negativa f−
de f por

f+(s) =

{

f(s), si f(s) ≥ 0,

0, si f(s) < 0,
y f−(s) =

{

−f(s), si f(s) ≤ 0,

0, si f(s) > 0.

En la Figura 2.2.6 se presentan las grá�
as de f+
y f−

, respe
tivamente.

y = f+(x)

x

y

| |

a b
0

y = f−(x)

a b
0

| |

x

y

Figura 2.2.6: Grá�
as de las fun
iones f+
y f−

, respe
tivamente.
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En parti
ular, se veri�
a dire
tamente que f = f+ − f−
, 
on f+

y f−
fun
iones


ontinuas y no negativas (f+, f− ≥ 0 ) sobre el intervalo [a, b]. Por lo tanto,

∫ b

a

f+(s) ds = A+ (área de la región en donde f es positiva),

y

∫ b

a

f−(s) ds = A− (área de la región en donde f es negativa).

Como 
onse
uen
ia de lo anterior,

∫ b

a

f(s) ds =

∫ b

a

(f+(s)− f−(s)) ds =

∫ b

a

f+(s) ds−
∫ b

a

f−(s) ds

= A+ −A−.

En otras palabras, si f : [a, b] → R es una fun
ión 
ontinua, enton
es la integral

de�nida

∫ b

a

f(s) ds representa la diferen
ia entre el área A+
de la región en donde

f es positiva y el área A−
de la región donde f es negativa. En general se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 2.13. Si f : [a, b] → R es una fun
ión 
ontinua, enton
es existe un número

real I(R) tal que

I(R) = ĺım
n→∞

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix,

sobre todas las parti
iones P de [a, b],

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

donde ∆ix = xi − xi−1 y x∗
i ∈ [xi−1, xi]. En adelante denotaremos I(R) 
omo

I(R) =

∫ b

a

f(t) dt,

y la llamaremos integral de�nida de f sobre [a, b].

La dis
usión he
ha en el 
aso de fun
iones 
ontinuas de�nidas sobre [a, b] se puede

extender al 
aso de fun
iones no ne
esariamente 
ontinuas. En realidad, la úni
a


ondi
ión que se requiere para que las sumas de Riemann tengan sentido es que la

fun
ión f esté limitada o a
otada. Es de
ir, existen 
onstantes m y M tales que

m ≤ f(x) ≤ M, para todo x ∈ [a, b].
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x

y

y = f(x)

a

b

0
| |

+

+

M

m

Figura 2.2.7: Grá�
a de una fun
ión a
otada en [a, b]: m ≤ f(x) ≤ M, ∀x ∈ [a, b], 
on

m,M ∈ R.

A diferen
ia del 
aso 
uando f es una fun
ión 
ontinua, en general no podemos

garantizar la existen
ia del límite de las sumas de Riemann sobre todas las parti
iones,

pero es posible estable
er la de�ni
ión de integral de�nida para fun
iones a
otadas.

Defini
ión 2.14 (Integral de�nida). Sea f : [a, b] → R una fun
ión a
otada en

[a, b] (m ≤ f(x) ≤ M , para todo x ∈ [a, b]). Diremos que f es Riemann integrable

en [a, b], si existe un número real I tal que

I = ĺım
n→∞

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix,

sobre todas las parti
iones P de [a, b],

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

donde ∆ix = xi − xi−1 y x∗
i ∈ [xi−1, xi]. En adelante denotaremos I 
omo

I =

∫ b

a

f(t) dt,

y la llamaremos integral de�nida de f sobre [a, b].

Observa
ión 2.15. 1. De la dis
usión anterior, toda fun
ión 
ontinua sobre un

intervalo 
errado [a, b] es Riemann integrable sobre [a, b].

2. En parti
ular, fun
iones 
ontinuas a trozos que sean a
otadas sobre un intervalo


errado [a, b] son Riemann integrables sobre [a, b].

3. Suma de fun
iones Riemann integrables sobre [a, b] son Riemann integrables sobre

[a, b].
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4. No toda fun
ión a
otada es Riemann integrable. En efe
to, 
onsideremos

la fun
ión 
ara
terísti
a χQ de los números ra
ionales sobre un intervalo [a, b],

de�nida 
omo

χQ(x) =

{

1, si x ∈ [a, b] ∩Q,

0, si x ∈ [a, b] ∩ I,

donde Q denota el 
onjunto de los números ra
ionales e I denota el 
onjunto de

los números irra
ionales. Dada 
ualquier parti
ión P de [a, b], digamos:

x0 = a < x1 < · · · < xn = b,

y es
ojamos puntos

x∗
i ∈ [xi−1, xi] ∩Q y x+

i ∈ [xi−1, xi] ∩ I.

Por lo tanto, para 
ada 1 ≤ i ≤ n tenemos que χQ(x
∗
i ) = 1 y χQ(x

+
i ) = 0. Además,

también tenemos que

ĺım
n→∞

n∑

i=1

χQ(x
∗
i )∆ix = ĺım

n→∞

n∑

i=1

∆ix = b− a.

De otro lado, tenemos que

ĺım
n→∞

n∑

i=1

χQ(x
+
i )∆ix = ĺım

n→∞

n∑

i=1

(0)∆ix = 0.

En 
onse
uen
ia, χQ no puede ser Riemann integrable sobre [a, b], pues todos los

límites deberían ser iguales sobre 
ualquier es
ogen
ia de los x∗
i y x+

i .

Teorema 2.16. Sea f una fun
ión integrable sobre un intervalo 
errado [α, β].

Enton
es para toda a, b, c ∈ [α, β] se tiene que

(1)

∫ a

a

f(t) dt = 0.
(2)

∫ b

a

f(t) dt = −
∫ a

b

f(t) dt.

(3)

∫ b

a

f(t) dt =

∫ c

a

f(t) dt+

∫ b

c

f(t) dt.

Demostra
ión. Vamos a ha
er una demostra
ión geométri
a de la propiedad (3) en

el 
aso en que f sea 
ontinua y positiva sobre [α, β], para utilizar el 
on
epto de área

estudiado atrás. En primer lugar, notemos que en la propiedad (3) no se exige que

a, b y c estén ordenados 
omo a < b < c. Primero supongamos que efe
tivamente

a < c < b (ver Figura 2.2.8).
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x

y y = f(x)

a0

∫
c

a

f(t) dt

c b
| | |

∫
b

c

f(t) dt

Figura 2.2.8: Grá�
a de una fun
ión f(x) donde a < c < b.

En este 
aso, re
ordemos que para f no negativa tenemos que

∫ c

a

f(t) dt = Ac
a(f) y

∫ b

c

f(t) dt = Ab
c(f),

donde Ac
a(f) denota el área bajo la grá�
a de f sobre [a, c] y Ab

c(f) denota el área

bajo la grá�
a de f sobre [c, b]. Dado que,

∫ b

a

f(t) dt = Ab
a(f) (área bajo la grá�
a sobre [a, b])

enton
es 
on
luimos que efe
tivamente

∫ b

a

f(t) dt =

∫ c

a

f(t) dt+

∫ b

c

f(t) dt.

Ahora supongamos por ejemplo que a < b < c (ver Figura 2.2.9).

x

y y = f(x)

a c0

∫
b

a

f(t) dt

b
| | |

∫
c

b

f(t) dt

Figura 2.2.9: Grá�
a de una fun
ión f(x) donde a < b < c.
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Enton
es utilizando el primer 
aso y la propiedad (2) 
on
luimos que

∫ c

a

f(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt+

∫ c

b

f(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt−
∫ b

c

f(t) dt,

lo 
ual es equivalente a

∫ b

a

f(t) dt =

∫ c

a

f(t) dt+

∫ b

c

f(t) dt.

Ejemplo 2.17. Sea f(x) = x2 + 1 de�nida en [0, 4]. Enton
es se tiene que

∫ 2

0

(x2 + 1) dx =

∫ 3

0

(x2 + 1) dx+

∫ 2

3

(x2 + 1) dx

=

∫ 3

0

(x2 + 1) dx−
∫ 3

2

(x2 + 1) dx.

Teorema 2.18 (Linealidad). Sean f y g fun
iones integrables sobre [a, b] y λ ∈ R.

Enton
es

(1)

∫ b

a

(f + g)(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt+

∫ b

a

g(t) dt.

(2)

∫ b

a

(λf)(t) dt = λ

∫ b

a

f(t) dt.

Demostra
ión. Sea P una parti
ión 
ualquiera de [a, b] y sea x∗
i ∈ [xi−1, xi].

Enton
es,

n∑

i=1

[f + λg](x∗
i )∆ix =

n∑

i=1

f(x∗
i )∆ix+ λ

n∑

i=1

g(x∗
i )∆ix.

dado que f y g son integrables, los límites del lado dere
ho existen sobre todas las

parti
iones, y por lo tanto el límite del lado izquierdo existe sobre todas las parti
iones.

En otras palabras,

∫ b

a

(f + λg)(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt+ λ

∫ b

a

g(t) dt,

lo que demuestra (1) y (2).

Ejer
i
ios

I.- En los problemas 1 a 6, 
al
ule primero (en términos de m) la suma

m∑

i=1

f(ki)∆k.
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Para aproximar el área A de la región bajo y = f(k) sobre el intervalo [e, f ]. Determine

después A exa
tamente (
omo en los ejemplos 2.8 y 2.10) mediante el límite 
uando

m → ∞.

1. f(k) = k en [0, 1]. 2. f(k) = k2 en [0, 2].

3. f(k) = k3 en [0, 3]. 4. f(k) = k + 2 en [0, 2].

5. f(k) = 5− 3k en [0, 1]. 6. f(k) = 9− k2 en [0, 3].

II.- En los problemas 1-5, exprese el límite dado 
omo una integral de�nida

en el intervalo indi
ado [j, k]. Suponga que [xi−1, xi] denota el i-ésimo subintervalo

de una subdivisión de [j, k] en n subintervalos de igual longitud ∆x =
b− a

n
, y que

x∗
i ∈ [xi−1, xi].

1. ĺım
n→∞

n∑

i=1

(2x∗
i − 1)∆x en [1, 3]. 2. ĺım

n→∞

n∑

i=1

((x∗
i )

2 + 4)∆x en [0, 10].

3. ĺım
n→∞

n∑

i=1

√
x∗
i∆x en [4, 9]. 4. ĺım

n→∞

n∑

i=1

1
√
1 + x∗

i

∆x en [3, 8].

5. ĺım
n→∞

n∑

i=1

(sen 2πx∗
i )∆x en [ 12 , 1].

6. Suponga que f es una fun
ión 
ontinua en [p, q] y que r es una 
onstante. Utili
e

sumas de Riemann para demostrar que

∫ b

a

rf(y)dy = r

∫ b

a

f(y)dy.

7. Suponga que f(z) = k, una 
onstante. Utili
e sumas de Riemann para demostrar

que

∫ b

a

kdz = k(b− a).

III.- En los problemas (1) y (2) del ejer
i
io anterior, 
al
ule el límite dado en

el intervalo indi
ado [j, k], tomando x∗
i = 1

2 (xi−1 + xi) (punto medio del i-ésimo

subintervalo).
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2.3. Teorema Fundamental del Cál
ulo � Evalua
ión de integrales

de�nidas

En esta se

ión vamos a veri�
ar que para fun
iones 
ontinuas, la integral de�nida

∫ b

a

f(x) dx

se puede 
al
ular evaluando una antiderivada de f . Es de
ir,

∫ b

a

f(x) dx = F (x)
∣
∣
∣

b

a
= F (b)− F (a),

donde F es una antiderivada de f (F ′(x) = f(x)).

Esta propiedad se 
ono
e 
omo uno de los resultados más importantes del 
urso de

Cál
ulo:

Teorema 2.19 (Teorema Fundamental del Cál
ulo (TFC)). Sea f : [a, b] → R

una fun
ión 
ontinua y de�namos F : [a, b] → R por

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

Enton
es, F es una antiderivada de f (F ′ = f).

Más aún, si G es una antiderivada de f , enton
es

∫ b

a

f(t) dt = G(x)
∣
∣
∣

b

a
= G(b)−G(a).

Los siguientes resultados son una 
onse
uen
ia dire
ta de este importante resultado,

1.- F ′(x) =
d

dx
(F (x)) =

d

dx

(∫ x

a

f(t) dt

)

= f(x).

2.- Si f es diferen
iable en [a, b],

∫ x

a

f ′(t) dt =

∫ x

a

d

dt
(f(t)) dt = f(x)− f(a).

Demostra
ión. Vamos a presentar una prueba heurísti
a del (TFC) 
uando la

fun
ión f es no negativa y 
ontinua en I = [a, b]. Consideremos la fun
ión área

A : [a, b] → R aso
iada 
on una fun
ión 
ontinua y positiva f : [a, b] → R de�nida


omo

A(x) =

∫ x

a

f(t) dt.
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x

y y = f(x)

a b0

A(x)

x
| | |

Figura 2.3.1: Interpreta
ión geométri
a de la fun
ión A(x).

En primer lugar de las propiedades de la integral de�nida,

A(a) =

∫ a

a

f(t) dt = 0 y A(b) =

∫ b

a

f(t) dt.

Vamos a mostrar de forma heurísti
a que A es una antiderivada de f (A′(x) = f(x)).

Note que de a
uerdo 
on las propiedades anteriores A(a) = 0 y

∫ b

a

f(x) dx = A(b) = A(b)−A(a) = A(x)
∣
∣
b

a
,

mostrando que efe
tivamente el 
ál
ulo de la integral de�nida de f sobre [a, b]


orresponde a la evalua
ión de la antiderivada A de f .

Re
ordemos que

A′(x0) = ĺım
h→0

A(x0 + h)−A(x0)

h
.

De otro lado, para h > 0,

A(x0 + h)−A(x0) =

∫ x0+h

x0

f(x) dx

representa el área bajo la grá�
a de f entre x0 y x0 + h (ver Figura 2.3.2).

Notemos que di
ha área para h su�
ientemente pequeño se puede aproximar 
omo el

área del re
tángulo 
on base el intervalo [x0, x0 + h] y altura f(x0). Es de
ir, para h

su�
ientemente pequeño,

A(x0 + h)−A(x0) =

∫ x0+h

x0

f(x) dx ≈ f(x0)h

En 
onse
uen
ia,

A(x0 + h)−A(x0)

h
≈ f(x0).
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x

y y = f(x)

a b0

A(x0)

x0 x0 + h
| | | |

A(x0 + h)

Figura 2.3.2: Representa
ión geométri
a de A(x0) y A(x0 + h).

Si h < 0 se obtiene la misma 
on
lusión pues en este 
aso,

A(x0 + h)−A(x0) =

∫ x0+h

x0

f(x) dx

= −
∫ x0

x0+h

f(x) dx ≈ −[f(x0)(−h)] = f(x0)h.

Tomando límite 
uando h → 0, 
on
luimos que

A′(x0) = f(x0).

Una demostra
ión más detallada desde el punto de vista matemáti
o requiere de

elementos de Cál
ulo Avanzado o Análisis Bási
o.

Ejemplo 2.20. Sea f(x) = 4x3 + 6x2 + 1 sobre [1, 2]. Enton
es,

∫ 2

1

(4x3 + 6x2 + 1) dx =
(
x4 + 2x3 + x

) ∣
∣
2

1
= 34− 4 = 30.

Una de las 
onse
uen
ias más relevantes del (TFC) es el Teorema del Valor Medio

para Integrales:

Corolario 2.21 (Teorema del Valor Medio para Integrales). Si f : [a, b] → R

es una fun
ión 
ontinua, existe c ∈ (a, b) tal que

∫ b

a

f(x) dx = f(c)(b− a).

Demostra
ión. De�namos F : [a, b] → R por

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.
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Del Teorema Fundamental del Cál
ulo, F es diferen
iable y una antiderivada para f .

Más aún,

∫ b

a

f(t) dt. = F (x)
∣
∣
b

a
= F (b)− F (a).

Pero del Teorema del Valor Medio para derivadas, apli
ado a la fun
ión F , sabemos

que existe c ∈ (a, b) tal que

F (b)− F (a) = F ′(c)(b− a) = f(c)(b − a) (F ′ = f).

Por lo tanto 
omo queríamos veri�
ar,

∫ b

a

f(x) dx = f(c)(b− a).

Ejemplos 2.22. Utilizar el Teorema Fundamental del Cál
ulo para 
al
ular las

derivadas de las fun
iones dadas.

1.- G(x) =

∫ x

1

t3 dt. En este 
aso, G′(x) = x3
.

2.- H(x) =

∫ 3x

0

√

t4 + 2 dt.

Para realizar la derivada de H es ne
esario observar que H se puede des
omponer


omo una fun
ión 
ompuesta. En efe
to, de�namos las siguientes fun
iones

F (y) =

∫ y

0

√

t4 + 2 dt, g(z) = 3z.

Enton
es, ½H(x) = (F ◦ g)(x) = F (3x) ! Note que

H ′(x) = F ′(3x)g′(x) = 3F ′(3x).

Del TFC, F ′(y) =
√

y4 + 2. De modo que

H ′(x) = 3
√

(3x)4 + 2.

3.- K(y) =

∫ 3y4−1

1

(1 + ez)1/3 dz.

Como en el 
aso anterior,K se puede des
omponer 
omo una fun
ión 
ompuesta.

En efe
to, de�namos las siguientes fun
iones

R(w) =

∫ w

1

(1 + ez)1/3 dz y g(s) = 3s4 − 1.

Enton
es, ½K(y) = (R ◦ g)(y) = R(3y4 − 1) ! Note que

K ′(y) = R′(3y4 − 1)g′(y) = 12y3R′(3y4 − 1).
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Del TFC, R′(w) = (1 + ew)1/3 y además, g′(s) = 12s3. De modo que

K ′(y) = 12y3(1 + e(3y
4−1))1/3.

4.- S(t) =

∫ 2t2+1

5t3−1

sen(1 + w3) dw.

Para apli
ar el TFC es ne
esario des
omponer la integral de la siguiente forma

S(t) =

∫ 1

5t3−1

sen(1 + w3) dw +

∫ 2t2+1

1

sen(1 + w3) dw

= −
∫ 5t3−1

1

sen(1 + w3) dw +

∫ 2t2+1

1

sen(1 + w3) dw

=

∫ 2t2+1

1

sen(1 + w3) dw −
∫ 5t3−1

1

sen(1 + w3) dw.

Como en los ejemplos anteriores, es ne
esario evaluar en el límite superior, sin

olvidar multipli
ar por la derivada interna. Así que,

S′(t) = 4t sen(1 + (2t2 + 1)3)− 15t2 sen(1 + (5t3 − 1)3).

5.- Sea f de�nida 
omo

f(s) =

∫ s3

1

√
1 + 2u

u2
du.

Si F (x) =

∫ x

0

f(s) ds, en
uentre F ′′(3).

En primer lugar, del TFC tenemos que F ′(x) = f(x). Por lo tanto,

F ′′(x) = f ′(x). De nuevo apli
ando el TFC tenemos que

f ′(s) = (3s2)

√
1 + 2s3

(s3)2
=

3
√
1 + 2s3

s4
.

En 
onse
uen
ia, F ′′(3) = f ′(3) =
3
√

1+2(3)3

34 =
√
55
27 .

6.- En
uentre una fun
ión f tal que para x > 0,

2x7 − 4

∫ x2

1

tf(t) dt = 2x3.

Derivando ambos lados de la igualdad, y después de utilizar TFC obtenemos que

14x6 − 4(2x)x2f(x2) = 6x2 ⇔ 7x4 − 4xf(x2) = 3.

Por lo tanto, f(x) =
7x2 − 3

4
√
x

, 
on x > 0.



92 2. LA INTEGRAL DEFINIDA Y APLICACIONES

7.- Si la fun
ión g(t) = 3t2 + 1 representa la ganan
ia de una empresa en el período

entre t = 2000 y t = 2010 en miles de millones, determine el promedio de la

ganan
ia en di
ho período y en
uentre el tiempo tc en donde se obtuve esta

ganan
ia promedio.

Utilizando el Teorema del Valor Medio para integrales, sabemos que el promedio

de la ganan
ia ḡ en di
ho período viene dada por

ḡ =
1

2010− 2000

∫ 2010

2000

(3t2 + 1) dt

=
1

10
(t3 + t)

∣
∣
∣

2010

2000

=
1

10
((2010)3 − (2000)3 + 10)

= 12 060 101 (miles de millones).

Para 
al
ular el tiempo tc para el 
ual se al
anza la ganan
ia promedio, tenemos

que re
ordar que

ḡ =
1

2010− 2000

∫ 2010

2000

(3t2 + 1) dt = g(tc) = 3t2c + 1.

Por lo tanto,

3t2c + 1 = 12 060 101 ⇔ tc =

√

12 060 100

3
≈ 2005.

Ejer
i
ios

Para los problemas 1 al 7 derive la fun
ión dada.

1. f(t) =

∫ t2

0

√

1 + x3 dx. 2. g(y) =

∫ 3y

4y

sen(z2) dz.

3. h(w) =

∫ w3

w−1

√

1− x2 dx. 4. k(x) =

∫ x2

x−1

sen(
√
y) dy.

5. l(s) =

∫ cos(s)

sen(s)

(x2 + 1)3 dx.
6. p(y) =

∫ y2+1

2y2

s ds.

7. q(t) =

∫ t5

t4

√

1 + r2 dr.
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8. Determinar una fun
ión 
ontinua f para x > 1 tal que

x2 = 1 +

∫ x2

1

√

1 + f(t)dt.

9. En
ontrar una fun
ión 
ontinua f para x > 0 tal que

∫ x2

2

(1 +
√
t)f(t) dt = 3− 2x− x4

2
− 4

∫ 1

√
x

t(1 + t2) dt

10. Sea f la fun
ión de�nida por f(s) =

∫ s3

1

√
9 + 2u

u2
du. Si G(y) =

∫ y

0

f(s) ds,

en
uentre G′′(2).

11. Sea g(z) =
1

2

∫ z2

1

e
√
t

√
t
dt. En
uentre

∫ 2

1

g′(s) ds.

12. Suponga que f es una fun
ión diferen
iable en R y de�na F 
omo

F (y) =

∫ y

0

s2f(s) ds. Si f(1) = 0 y f ′(1) = 1, veri�que que F ′′(1) = 1.

13. En
ontrar una fun
ión 
ontinua f para z > 0 tal que

∫ z3

0

(2 +
3
√
t)f(t) dt+

3

8

∫ 1

2z

t(4 + t) dt =
7

8
.

Teorema 2.23 (Evalua
ión de integrales).

1.- Método de sustitu
ión. Si g es una fun
ión diferen
iable y f es una fun
ión


ontinua sobre [a, b], enton
es

∫ b

a

f(g(x))g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)

f(u) du = F (u)
∣
∣
∣

g(b)

g(a)
,

donde F es una antiderivada de f .

2.- Método de integra
ión por partes. Si f y g son fun
iones diferen
iables en

[a, b],
∫ b

a

f(x)g′(x) dx = (f(x)g(x))
∣
∣
∣

b

a
−
∫ b

a

g(x)f ′(x) dx

Ejemplo 2.24. 1.- Evaluar la integral de�nida

I =

∫ 4

1

cos(2 + 3
√
z)√

z
dz.
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Hagamos la sustitu
ión u = 2 + 3
√
z. Enton
es du = 3

2
√
z
dz o equivalentemente

2
3du = 1√

z
dz. Además, si z = 1, tenemos que u = 2 + 3

√
1 = 5, y si z = 4 obtenemos

que u = 2 + 3
√
4 = 8. Por lo tanto,

I =

∫ 4

1

cos(2 + 3
√
z)√

z
dz =

2

3

∫ 8

5

cos(u) du =
2

3
sen(u)

∣
∣
∣

8

5

=
2

3
(sen(8)− sen(5)).

Con el �n de evitar posibles errores en el pro
eso de sustitu
ión podemos primero

en
ontrar una antiderivada de la fun
ión

cos(2 + 3
√
z)√

z
, y después pro
eder a

realizar la evalua
ión utilizando de nuevo el Teorema Fundamental del Cál
ulo. Más


on
retamente,

∫
cos(2 + 3

√
z)√

z
dz =

2

3

∫

cos(u) du =
2

3
sen(u) + C =

2

3
sen(2 + 3

√
z) + C.

Por lo tanto,

I =

∫ 4

1

cos(2 + 3
√
z)√

z
dz =

2

3
(sen(2 + 3

√
z)) + C)

∣
∣
∣

4

1
=

2

3
(sen(8)− sen(5)).

2.- Utili
e integra
ión por partes para evaluar la integral de�nida

∫ e

1

ln(t)

t
2
5

dt.

Como dis
utimos en los ejemplos, en este 
aso tomamos u = ln(t) y dv =
1

t
2
5

.

Enton
es, du =
1

t
y v = 5

3 t
3
5
. Por lo tanto, reemplazando obtenemos que

∫ e

1

ln(t)

t
2
5

dt =
5

3
t
3
5 ln(t)

∣
∣
∣

e

1
− 5

3

∫ e

1

t
3
5
1

t
dt

=
5

3
t
3
5 ln(t)

∣
∣
∣

e

1
−
(
5

3

)(
5

3

)

t
3
5

∣
∣
∣

e

1

=
5

3
e

3
5 −

(
25

9

)

(e
3
5 − 1)

= −10

e

3
5

+
25

9
.

Como dis
utimos en el ejemplo anterior, primero podemos 
al
ular una antiderivada

y después pro
eder a evaluarla. Es de
ir,

∫
ln(t)

t
2
5

dt =
5

3
t
3
5 ln(t)− 5

3

∫

t
3
5
1

t
dt =

5

3
t
3
5 ln(t)−

(
5

3

)(
5

3

)

t
3
5 .
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Por lo tanto,

∫ e

1

ln(t)

t
2
5

dt =
5

3
t
3
5 ln(t)

∣
∣
∣

e

1
−
(
5

3

)(
5

3

)

t
3
5

∣
∣
∣

e

1

=
5

3
e

3
5 −

(
25

9

)

(e
3
5 − 1)

= −10

9
e

3
5 +

25

9
.

Ejer
i
ios

Aplique el Teorema de evalua
ión para evaluar las siguientes integrales de�nidas.

1.

∫ 3

1

5

h2
dh. 2.

∫ −1

−2

dh

h4
. 3.

∫ 2

1

(x4 − x3) dx.

4.

∫ 3

1

x4 + 1

x2
dx. 5.

∫ 4

1

dr√
r
. 6.

∫ 1

0

u99 du.

7.

∫ 4

0

(7t5/2 − 5t3/2) dt. 8.

∫ 2

1

(x2 + 1)3 dx. 9.

∫ 3

1

10

(2t+ 3)2
dt.

10.

∫ 9

1

(1 +
√
r)2 dr. 11.

∫ 4

0

√
3r dr. 12.

∫ 3

2

du

u2
.

13.

∫ 4

1

(t2 − 2)
√
t dt.

14.

∫ π/2

0

cos 2r dr. 15.

∫ π

0

sen2 r cos r dr.

16.

∫ 2

0

cosπy dy. 17.

∫ 5

0

sen
πx

10
dx.

18.

∫ π/8

0

sec2 2t dt.

19.

∫ 2

1

dx

(x+ 1)3
. 20.

∫ 4

0

y
√

y2 + 9 dy. 21.

∫ 8

0

y
√

y + 1 dy.

22.

∫ 1

0

x3 senπx4 dx.
23.

∫ π/2

0

(1+3 sen θ)3/2 cos θ dθ.

24.

∫ 4

0

y
√

4− y dy.
25.

∫ π/6

0

sen 2y cos3 2y dy.
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2.4. Apli
a
iones de la integral de�nida

En esta se

ión vamos a 
onsiderar 
omo apli
a
iones de la integral de�nida el 
ál
ulo

de

1. Área de regiones planas.

2. Volúmenes de sólidos.

3. Longitud de ar
o.

4. Área de super�
ies.

2.4.1. Área de regiones planas. Como dis
utimos en la introdu

ión de la

integral de�nida, si f : [a, b] → R es una fun
ión 
ontinua y positiva, enton
es el

área de la región R limitada por la grá�
a de f sobre [a, b], A(R), viene dada por la

integral de�nida

A(R) =

∫ b

a

f(t) dt,

la 
ual se interpreta de a
uerdo 
on el Prin
ipio de Cavalieri 
omo �la suma de la

altura f(t) tomada 
on respe
to al eje real t, desde t = a hasta t = b�.

En general, si R es una región plana a
otada y L es una re
ta, enton
es se de�ne

la altura h de R en el punto P 
on respe
to a la re
ta L 
omo la longitud de la

interse

ión de la región R y la re
ta L1 que pasa por P y es perpendi
ular a L (ver

Figura 2.4.1).

L

P

R

h(P )

L1

Figura 2.4.1: Fun
ión altura.
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Defini
ión 2.25 (Área de regiones planas). Sean L una re
ta arbitraria, O ∈ L

un punto denominado origen de L y R la región plana a
otada limitada entre las

re
tas t = a y t = b sobre L 
on respe
to al origen O. Denotemos 
on h(t) a la

longitud (altura de R) de la interse

ión de la re
ta perpendi
ular a la re
ta L en el

punto t ∈ [a, b] 
on la región R (ver Figura 2.4.2).

De�nimos el área de la región R 
on respe
to a L 
omo el número real 
ara
terizado

por la �suma de alturas� h(t) dado por

A(R) =

∫ b

a

h(t) dt.

L

t

R

h(t)

L1

Figura 2.4.2: Región plana a
otada.

Observa
ión 2.26. El área de una región R es independiente de la re
ta L.

Utilizando esta de�ni
ión se pueden veri�
ar dire
tamente los siguientes resultados.

Teorema 2.27. 1.- Sean f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinua y positiva, y R la región

limitada por la grá�
a de f sobre [a, b] en el eje x, enton
es el área de la región

R (área bajo la grá�
a de f) es

A(R) =

∫ b

a

f(x) dx,
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x

y

y = f(x)

a b
0 t

f(t)

| | |

Figura 2.4.3: Área entre la grá�
a de f y el eje x.

2.- Sean f : [a, b] → R es una fun
ión 
ontinua (no ne
esariamente positiva) y R la

región limitada por la grá�
a de f sobre [a, b] y el eje x, enton
es el área de la

región R es

A(R) =

∫ b

a

|f(x)| dx.

x

y

y = f(x)

a b
0

| |

x

y

y = |f(x)|

a b
0

| |

Figura 2.4.4: Área entre |f | y el eje x.

3.- Sean f, g : [a, b] → R fun
iones 
ontinuas, y sea R la región limitada por la grá�
as

de f y g sobre [a, b] en el eje x, enton
es el área de la región R (área entre las

fun
iones f y g) es

A(R) =

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx.
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x

y

y = f(x)

y = g(x)

h(s) = f(s)− g(s)
h(t) = g(t)− f(t)

0 a bt s
| || |

Figura 2.4.5: Área entre las fun
iones f y g en [a, b].

De forma análoga se tiene el siguiente resultado 
on respe
to al eje y.

Teorema 2.28. 1.- Sean g : [c, d] → R una fun
ión 
ontinua y positiva, y R la región

limitada por la grá�
a de g sobre [c, d], enton
es el área de la región R es

A(R) =

∫ d

c

g(y) dy.

2.- Sean g : [c, d] → R una fun
ión 
ontinua (no ne
esariamente positiva) y R la

región limitada por la grá�
a de g sobre [a, b] y el eje y, enton
es el área de la

región R es

A(R) =

∫ d

c

|g(y)| dy.

3.- Sean f, g : [c, d] → R fun
iones 
ontinuas y sea R la región limitada por la grá�
as

de f y g sobre [c, d] en el eje y, enton
es el área de la región R (área entre las

fun
iones f y g) es

A(R) =

∫ d

c

|f(y)− g(y)| dy.

x

y

t

s

x = f(y)

x = g(y)

h(s) = f(s)− g(s)

h(t) = g(t)− f(t)

0

+
+

+

+

c

d

Figura 2.4.6: Área entre las fun
iones f y g sobre [c, d].
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Ejemplos 2.29. 1.- Consideremos las fun
iones

f(x) = x2
y g = 2x.

a) Determine el área A(R) de la región R del plano limitada por las grá�
as de f y

g sobre el intervalo [0, 2].

b) Determine el área A(R) de la región R del plano limitada por las grá�
as de f y

g sobre el intervalo [ 12 , 3].

1 2 3

1

2

3

4

x

y

y = x2
y = 2x

0

Figura 2.4.7: Gra�
as de las fun
iones f(x) = x2
y g(x) = 2x.

Solu
ión. a) En este 
aso la fun
ión altura es h(x) = 2x − x2

on x ∈ [0, 2]. Por lo

tanto, el área A(R) es

A(R) =

∫ 2

0

(2x− x2) dx =

(

x2 − 1

3
x3

) ∣
∣
∣

2

0
= 4− 8

3
=

4

3
.

Notemos que el área A(R) también se pudo haber 
al
ulado 
omo una integral 
on

respe
to a la variable y. En este 
aso, R está limitada por las grá�
as de las fun
iones

p(y) =
√
y y q(y) = 1

2y. Por lo tanto, la fun
ión altura es l(y) =
√
y − 1

2y. Así que

A(R) =

∫ 4

0

(√
y − 1

2
y

)

dy =

(
2

3
y

3
2 − 1

4
y2
) ∣
∣
∣

4

0
=

16

3
− 4 =

4

3
.

b) En este 
aso la fun
ión altura es h(x) = 2x − x2

on x ∈ [ 12 , 2] y h(x) = x2 − 2x


on x ∈ [2, 3]. Por lo tanto, el área A(R) es

A(R) =

∫ 2

1
2

(2x− x2) dx +

∫ 3

2

(x2 − 2x) dx

=

(

x2 − 1

3
x3

) ∣
∣
∣

2

1
2

+

(
1

3
x3 − x2

) ∣
∣
∣

3

2
=

8

3
−+

3

16
=

119

48
.

Le queda al le
tor 
omo ejer
i
io 
al
ular el área A(R) en términos de la variable y.



2.4. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 101

2.- Considere las siguientes rela
iones entre las variables x e y (ver Figura 2.4.8):

y = (x− 2)2 y x = y2.

Determine el área A(R) de la región R del plano en el primer 
uadrante limitada por

la grá�
as dadas 
uando:

a) 1 ≤ x ≤ 3, b) 0 ≤ x ≤ 3, 
) 0 ≤ y ≤ 3/2.

1 2 3 4

1

2

3

4

x

y

y = (x− 2)2

x = y2

0

Figura 2.4.8: Grá�
as de y = (x− 2)2 y x = y2
sobre [0, 5].

Solu
ión. Primero observemos las grá�
as de f(x) = (x − 2)2 y g(x) =
√
x sobre

[0, 5]. Notemos que las grá�
as de las fun
iones f y g se interse
an en x = 1 e y = 1.

Además, el segundo punto de interse

ión se tiene para 3 < x < 4 y para 1 < y < 2.

a) Si R es la región del plano en el primer 
uadrante limitada sobre 1 ≤ x ≤ 3,

enton
es la fun
ión altura viene dada por h(t) =
√
t − (t − 2)2. En 
onse
uen
ia, el

área de R es

A(R) =

∫ 3

1

h(t) dt =

∫ 3

1

(
√
t− (t− 2)2) dt

=

[
2

3
t
3
2 − 1

3
(t− 2)3

]3

1

= 2
√
3− 4

3
.

b) Si R es la región del plano en el primer 
uadrante limitada sobre 0 ≤ x ≤ 3,

enton
es la fun
ión altura viene dada por h(t) = (t− 2)2 − 2
√
t para 0 ≤ t ≤ 1 y por
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h(t) =
√
t− (t− 2)2 para 1 ≤ t ≤ 3. En 
onse
uen
ia, el área de R es

A(R) =

∫ 1

0

((t− 2)2 −
√
t) dt+

∫ 3

1

(
√
t− (t− 2)2) dt

=

[
1

3
(t− 2)3 − 2

3
t
3
2

]1

0

+

[
2

3
t
3
2 − 1

3
(t− 2)3

]3

1

=
5

3
+ 2

√
3− 4

3
= 2

√
3 +

1

3
.


) Si R es la región del plano en el primer 
uadrante limitada sobre 0 ≤ y ≤ 3/2. En

este 
aso tenemos que rees
ribir las fun
iones en términos de la variable y.

Para 0 ≤ y ≤ 1, la parábola y = (x− 2)2 se debe des
ribir 
omo

g1(y) = 2 +
√
y, g2(y) = 2−√

y.

En este 
aso, la fun
ión altura viene dada por h(t) = g1(y)−g2(y) = 2
√
y. Ahora, para

1 ≤ y ≤ 3/2, la fun
ión altura en términos del eje y viene dada por h(y) = 2+
√
y−y2.

En 
onse
uen
ia, el área de R es

A(R) =

∫ 1

0

2
√
y dy +

∫ 3
2

1

(2 +
√
y − y2) dy =

[
4

3
y

3
2

]1

0

+

[

2y +
2

3
y

3
2 − 1

3
y3
] 3

2

1

=
4

3
+ 3 +

2

3

(
3

2

) 3
2

− 9

8
−
(

2 +
1

3

)

=
7

8
+

2

3

(
3

2

) 3
2

.

Ejer
i
ios

I.- Determine el área de las regiones des
ritas en los siguientes problemas.

1. La región S a
otada por debajo por la grá�
a y = x3
y por arriba por la grá�
a

y = x en el intervalo [0, 1].

2. La región S entre la grá�
a y = (x+ 1)2 y el eje x en el intervalo [1, 3].

3. La región S a
otada por arriba por la grá�
a y = x3
y por abajo por la grá�
a

y = x4
en el intervalo [0, 1].

4. La región S a
otada por arriba por la grá�
a y = x2
y por abajo por la re
ta

horizontal y = −1 en el intervalo [−1, 2].

5. La región R a
otada por arriba por la grá�
a y = 1/(x+ 1)3 y por abajo por el

eje x en el intervalo [0, 2].

6. La región R a
otada por arriba por la grá�
a y = 4x− x2
y por abajo por el eje

x.

7. La región R a
otada por la izquierda por la grá�
a de x = y2 y por la dere
ha

por la re
ta verti
al x = 4.
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8. La región R entre las grá�
as de y = x4 − 4 y y = 3x2
.

II.- En los siguientes problemas, esquemati
e las regiones a
otadas por las 
urvas

dadas; determine después su área.

1. y = x2
, y = 4. 2. x = 0, x = 16− y2.

3. x = y2, x = 32− y2. 4. y = x2
, x = y2.

5. y = 2x2
, y = 5x− 3. 6. y = x2

, y = 3 + 5x− x2
.

7. y = x2
, y = 4(x− 1)2. 8. y = x4

, y = 32− x4
.

9. y = x3
, y = 2x− x2

. 10. y2 = x, y2 = 2(x− 3).

11. y = x3
, x+ y = 0, y = x+ 6.

2.4.2. Volúmenes. Consideremos un sólido a
otado S ⊂ R3
y tomemos una re
ta

L ⊂ R3

on ve
tor dire
tor ~η. Para 
ada punto P sobre L de�nimos A(P ) 
omo el

área de la región plana R(P ) formada 
omo la se

ión transversal perpendi
ular a L

en el punto P . Esto es, R(P ) es la interse

ión del sólido S 
on el plano Π(P ) que

pasa por el punto P y tiene ve
tor normal ~η (ver Figura 2.4.9).

LP

R(P )

Π(P )

η

Figura 2.4.9: Se

iones transversales perpendi
ulares.

Utilizando una vez más el Prin
ipio de Cavalieri, podemos de�nir el volumen del

sólido S, denotado 
on V(S) 
omo �la suma de las áreas de las se

iones transversales

perpendi
ulares a la re
ta L�. Más 
on
retamente, tenemos la siguiente de�ni
ión.
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Defini
ión 2.30 (Volúmenes de sólidos a
otados). Sean L una re
ta arbitraria,

O ∈ L un punto denominado origen de L y S ⊂ R3
un sólido a
otado. Si S está

limitado entre t = a y t = b sobre L 
on respe
to al origen O y si A(t) es el área de

la se

ión transversal perpendi
ular a la re
ta L en t ∈ [a, b] (interse

ión del sólido

S 
on el plano Πt que es perpendi
ular a la re
ta L en el punto t, ver Figura 2.4.10),

enton
es de�nimos el volumen del sólido S 
on respe
to a L 
omo el número real


ara
terizado por

V(S) =
∫ b

a

A(t) dt.

Lt

R(t)

Πt

η| |
a b

Figura 2.4.10: Se

iones transversales perpendi
ulares.

Observa
ión 2.31. El volumen de un sólido a
otado S es independiente de la re
ta L.

Ejemplos 2.32. 1.- Volumen de un 
ilindro. Vamos a mostrar que el volumen de

un 
ilindro 
ir
ular de radio r y altura h es V(C) = πr2h. Sea L el eje perpendi
ular

a la base del 
ilindro que pasa por el 
entro del 
ír
ulo. Si 0 ≤ t ≤ h, enton
es el área

A(t) de la se

ión perpendi
ular a L de altura t es

A(t) = πr2 (independiente de t).

h

t

r

A = πr2

Figura 2.4.11: Cilindro de radio r y altura h.
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Es de
ir A(t) = πr2 es 
onstante 
on respe
to a t. Por lo tanto,

V(C) =

∫ h

0

A(t) dt = πr2
∫ h

0

dt = πr2h.

2.-Volumen de un 
ono 
ir
ular re
to de radio r y altura h. Vamos a estable
er

que el volumen de un 
ono 
ir
ular re
to de radio r y altura h es V(C) = 1
3πr

2h. Sea L

el eje perpendi
ular a la base del 
ono que pasa por el 
entro del 
ír
ulo. Si 0 ≤ t ≤ h,

enton
es el área A(t) de la se

ión perpendi
ular a L de altura t es

A(t) = πs2 ( donde s depende t.)

(r, 0)

(0, h)

0

s

t

r

h

t

h− t

s

Figura 2.4.12: Cono 
ir
ular re
to de radio r y altura h.

Pero utilizando semejanza de triángulos 
on
luimos que

h

r
=

h− t

s
⇐⇒ s =

r

h
(h− t).

Por lo tanto,

A(t) = πs2 = π
r2

h2
(h− t)2.

De donde, el volumen de un 
ono 
ir
ular re
to de radio r y altura h es

V(C) =

∫ h

0

A(t) dt = π
r2

h2

∫ h

0

(h− t)2 dt = −π
r2

h2

1

3
(h− t)3

∣
∣
∣

h

0
=

πr2h

3
.

3.- Volumen de una esfera. Como hemos aprendido, el volumen de una esfera S de

radio r es V(S) = 4
3πr

3
. Sea L el eje perpendi
ular a la base de la esfera que pasa por

el 
entro del 
ír
ulo. Si 0 ≤ t ≤ r, enton
es el área A(t) de la se

ión perpendi
ular a

L de altura t es
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A(t) = πs2 ( donde s depende de t).

Pero del Teorema de Pitágoras se puede ver

que

s =
√

r2 − t2.

Por lo tanto, el volumen de la esfera es

la �suma de áreas� desde −r hasta r. Más


on
retamente,

x

y

t

s

r

Figura 2.4.13: Esfera de radio r.

V(S) =
∫ r

−r

A(t) dt =

∫ r

−r

πs2 dt

= π

∫ r

−r

(r2 − t2) dt = π

[

r2t− 1

3
t3
]r

−r

=
4

3
πr3.

2.4.2.1. Sólidos de revolu
ión � Se

iones transversales perpendi
ulares.

Estamos interesados en 
al
ular el volumen de algunos sólidos generados al rotar una

región del plano alrededor de una re
ta. Los siguientes son algunos ejemplos típi
os

de tales sólidos.

Ejemplos 2.33.

1.- Cilindro 
ir
ular re
to de radio r y altura h.

y

h
I

r

A = πr2

Figura 2.4.14: Cilindro generado al rotar I alrededor del eje y.
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2.- Cono 
ir
ular re
to.

r

h I

0

r

Figura 2.4.15: Cono generado al rotar un segmento obli
uo I alrededor del eje y.

3.- Esfera de radio r.

x

y

t

s
r

Figura 2.4.16: Esfera generada al rotar x2 + y2 = r2 (y ≥ 0) 
on respe
to al x.

4.- Elipsoide.

x

y

Figura 2.4.17: Elipsoide generado al rotar

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (y ≥ 0) 
on respe
to al eje x.
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5.- Paraboloide.

x

y

y = x2

Figura 2.4.18: Paraboloide generado al rotar y = x2
alrededor del eje y.

Defini
ión 2.34 (Sólido de revolu
ión). Sean R ⊂ R2
una región plana (limitada

entre dos a más 
urvas planas) y L ⊂ R2
una re
ta tal que no 
ru
e a R. Al sólido

S ⊂ R3
generado al rotar la región R alrededor de la re
ta L se le denomina sólido

de revolu
ión (ver Figura 2.4.19). Si la región R está limitada por una 
urva C y la

re
ta L, llamaremos a la 
urva C generatriz del sólido S.

|

|

| L

C

R

Figura 2.4.19: Super�
ie de revolu
ión de C 
on respe
to a L.

Defini
ión 2.35 (Se

ión transversal perpendi
ular). Sea S el sólido de

revolu
ión 
on 
urva generatriz C 
on respe
to a la re
ta L. Sea P un punto sobre L

y denotemos 
on l(P ) a la distan
ia entre la re
ta L y la 
urva C (ver Figura 2.4.20).

Enton
es, la se

ión transversal de S perpendi
ular a la re
ta L es un 
ír
ulo de radio

l(P ), y por lo tanto, el área de di
ha se

ión transversal perpendi
ular a L en el punto

P es

A(P ) = π(l(P ))2.
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|

|

| L

C

P

l(P )

a

b

Figura 2.4.20: Super�
ie de revolu
ión de C 
on respe
to a L en [a, b].

Del Prin
ipio de Cavalieri, si O ∈ L es el origen y si S está limitado entre t = a y

t = b 
on respe
to al origen O, enton
es el volumen del sólido de revolu
ión S viene

dado por

V(S) =
∫ b

a

π[l(t)]2 dt,

donde l(t) es la distan
ia entre L y C en el punto t ∈ [a, b]. En parti
ular tenemos:

Teorema 2.36. 1. Sean f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinua no negativa y S el sólido

de revolu
ión generado al rotar la región bajo la grá�
a de f sobre el intervalo [a, b].

Enton
es el volumen de S es

V(S) =
∫ b

a

π[f(x)]2 dx.

| | |

y = f(x)

a b x

Figura 2.4.21: Super�
ie de revolu
ión generada por y = f(x) al girar alrededor del

eje x.
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2. Sean g : [c, d] → R una fun
ión 
ontinua no negativa y S el sólido de revolu
ión

generado al rotar la región bajo grá�
a de g sobre el intervalo [c, d]. Enton
es el

volumen de S es

V(S) =
∫ d

c

π[g(y)]2 dy.

|
|

|

x = g(y)

c

d

y

Figura 2.4.22: Super�
ie de revolu
ión generada por x = g(y) al girar alrededor del eje y.

Ejemplos 2.37. Cal
ule el volumen del sólido de revolu
ión S en los siguientes 
asos:

1.- Sea S el sólido de revolu
ión obtenido al rotar alrededor del eje x la región R que

se en
uentra bajo la grá�
a de y = x2
, entre las re
tas x = 1 y x = 2.

2.- Sea S el sólido de revolu
ión obtenido al rotar alrededor del eje y la región R que

se en
uentra bajo la grá�
a de y = x2
, entre las re
tas y = 1 e y = 4.

3.- Sea S el sólido de revolu
ión obtenido al rotar alrededor del eje y = −1 la región

R que se en
uentra bajo la grá�
a de y = x2
, entre las re
tas x = 1 y x = 2.

4.- Sea S el sólido de revolu
ión obtenido al rotar alrededor del eje x = 4 la región R

que se en
uentra bajo la grá�
a de y = x2
, entre las re
tas y = 1 e y = 4.

1.- Rota
ión 
on respe
to al eje x. Primero observemos que la región R y el sólido

S que se genera 
uando R se gira en torno al eje x tienen la siguiente forma:
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1 2

1

2

3

4

x

y

y = x2

R

0 1 2
−1

−2

−3

−4

1

2

3

4

x

y

0

y = x2

Figura 2.4.23: Sólido de revolu
ión generado por la región R al girar alrededor del eje x.

Utilizando el método de se

iones transversales perpendi
ulares o dis
os, sabemos que

el volumen del sólido resultante se 
al
ula mediante la fórmula

V(S) = π

∫ 2

1

[f(x)]2dx

donde f(x) mide el radio de la se

ión transversal sobre el eje x. En 
onse
uen
ia,

V(S) = π

∫ 2

1

[x2]2dx = π

∫ 2

1

x4dx =
π

5
x5
∣
∣
∣

2

1
=

π

5
(25 − 15) =

31π

5
.

2.- Rota
ión 
on respe
to al eje y. En primer lugar

y = x2 ⇔ x =
√
y, y ≥ 0.

En este 
aso la región R y el sólido S que se genera 
uando R se gira en torno al eje

y tienen la siguiente forma:

1 2

1

2

3

4

x

y

y = x2

R

0 1 2−1−2

1

2

3

4

x

y

y = x2

0

Figura 2.4.24: Sólido de revolu
ión generado por la región R al girar alrededor del eje y.
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Utilizando de nuevo se

iones transversales perpendi
ulares o dis
os, sabemos que el

volumen del sólido resultante se 
al
ula mediante la fórmula

V(S) = π

∫ 4

1

[g(y)]2dy,

donde g(y) mide el radio de la se

ión transversal sobre el eje y. En 
onse
uen
ia,

V(S) = π

∫ 4

1

[
√
y]2dy = π

∫ 4

1

ydy

=
π

2
y2
∣
∣
∣

4

1
=

π

2
(42 − 12) =

15π

2
.

3.- Rota
ión 
on respe
to al eje y = −1. Observemos que la región R y el sólido

S que se genera 
uando R se gira en torno al eje y = −1 tienen la siguiente forma:

1 2

−1

1

2

3

4

x

y

y = x2

R

0

y = −1

ri

re

x

y

0

y = x2

Figura 2.4.25: Sólido de revolu
ión generado por la región R al girar alrededor de la re
ta

y = −1.

Note que en este 
aso tenemos dos radios de rota
ión 
on respe
to al eje y = −1

paralelo al eje x, el radio exterior re y el radio interior ri, los 
uales pueden ser

interpretados 
omo el radio de rota
ión más alejado y el radio de rota
ión más 
er
ano

al eje de rota
ión y = −1 respe
tivamente. Estos radios viene 
ara
terizados 
omo

re = 1 + x2
y ri = 1.
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Por lo tanto, el volumen del sólido debe ser la diferen
ia entre el volumen exterior y

el volumen interior. Es de
ir,

V(S) =
∫ 2

1

π(re)
2 dx−

∫ 2

1

π(ri)
2 dx

= π

∫ 2

1

((1 + x2)2 − (1)2)dx

= π

∫ 2

1

(2x2 + x4)dx

= π

(
2

3
x3 +

x5

5

) ∣
∣
∣

2

1

= π

[
2

3
(2)3 +

(2)5

5
−
(
2

3
+

1

5

)]

= π

(
14

3
+

31

5

)

=
163π

15
.

4.- Rota
ión 
on respe
to al eje x = 4. Observemos que la región R y el sólido S

que se genera 
uando R se gira en torno al eje x = 4 tienen la siguiente forma:

1 2 3 4 5

1

2

3

4

x

y y = x2

R

0

re

x

ri

x = 4

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

x

y

0

y = x2

Figura 2.4.26: Sólido de revolu
ión generado por la región R al girar alrededor de la re
ta

x = 4.

Note que 
omo en el 
aso anterior tenemos dos radios de rota
ión 
on respe
to al eje

x = 4 paralelo al eje y, el radio exterior re y el radio interior ri, los 
uales pueden

ser interpretados 
omo el radio de rota
ión más alejado y el radio de rota
ión más


er
ano al eje de rota
ión x = 4, respe
tivamente. Estos radios viene 
ara
terizados


omo

re = 4 y ri = 4−√
y.
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Por lo tanto, el volumen del sólido debe ser la diferen
ia entre el volumen exterior y

el volumen interior. Es de
ir,

V(S) =
∫ 4

1

π(re)
2 dy −

∫ 4

1

π(ri)
2 dy

= π

∫ 4

1

(42 − (4−√
y)2)dy = π

∫ 4

1

(8
√
y − y)dy

= π

(
16

3
y3/2 − 1

2
y2
) ∣
∣
∣

4

1
= π

[
16

3
(43/2 − 1)− 1

2
(42 − 1)

]

=
179π

6
.

Observa
ión 2.38. Observemos que las ideas utilizadas en las rota
iones 
on respe
to

a ejes paralelos de los ejes 
oordenados, se pueden extender 
uando se desea 
al
ular

el volumen de un sólido de revolu
ión generado por una región plana que se en
uentra

entre dos 
urvas. Más 
on
retamente.

Teorema 2.39. 1. Sea f, g : [a, b] → R fun
iones 
ontinuas tales que f(x) ≥ g(x)

para todo x ∈ [a, b]. Sea S el sólido de revolu
ión generado al rotar la región

limitada por las grá�
a de f y g sobre el eje x entre x = a y x = b. Enton
es el

volumen de S es

V(S) =
∫ b

a

π
(
[f(x)]2 − [g(x)]2

)
dx.

y = f(x)

y = g(x)

a b x

Figura 2.4.27: Sólido de revolu
ión generado al girar alrededor del eje x.

2. Sean f, g : [c, d] → R fun
iones 
ontinuas tales que f(y) ≥ g(y) para todo y ∈ [c, d].

Sea S el sólido de revolu
ión generado al rotar la región limitada por las grá�
a

de f y g sobre el eje y entre y = c e y = d. Enton
es el volumen de S es

V(S) =
∫ d

c

π
(
[f(y)]2 − [g(y)]2

)
dy.
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x = f(y)

x = g(y)

c

d

y

Figura 2.4.28: Sólido de revolu
ión generado al girar alrededor del eje y.

Ejer
i
ios

En los siguientes problemas utili
e el método de se

iones transversales

perpendi
ulares para determinar el volumen del sólido generado, al girar en torno

del eje indi
ado la región plana a
otada por las 
urvas dadas.

1. y = x2
, y = 0, x = 1; el eje x.

2. y = x2
, y = 4, x = 0 (sólo el primer 
uadrante); el eje y.

3. y = senx en [0, π], y = 0; el eje x.

4. y = x2
, x = y2; el eje x.

5. y = x2
, y = 8− x2

; el eje x.

6. y = 1− x2
, y = 0; el eje x.

7. y = 1− x2
, y = 0; la re
ta horizontal y = −1.

8. y = 6− x2
, y = 2; el eje y.

9. y = x− x3
, y = 0 (0 ≤ x ≤ 1); la re
ta horizontal y = −1.

10. y = 4, x = 0, y = x2
; el eje y.
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11. y = x2
, x = y2; la re
ta horizontal y = −2.

12. y = x2
, x = y2; la re
ta verti
al x = 3.

13. Considere la región S que está a
otada por las parábolas y2 = x e y2 = 2(x− 3).

Determine el volumen del sólido generado al girar S en torno del eje x.

2.4.2.2. Volumen para sólidos de revolu
ión � Capas 
ilíndri
as. En esta

se

ión nos limitaremos al 
ál
ulo de volúmenes para sólidos de revolu
ión obtenidos

al rotar la región limitada por la grá�
a de fun
ión 
on respe
to a los ejes 
oordenados,

o ejes paralelos a éstos.

Defini
ión 2.40 (Capa 
ilíndri
a). Llamaremos 
apa 
ilíndri
a de altura h al


onjunto limitado por dos 
ilindros 
on
éntri
os de altura h.

r2

r1

h

Figura 2.4.29: Capa 
ilíndri
a de radios r1 y r2 y altura h.

De a
uerdo 
on la dis
usión, si C1 y C2 denotan 
ilindros 
on
éntri
os de altura h y

radios r1 y r2 respe
tivamente (r2 > r1), enton
es el volumen de la 
apa 
ilíndri
a K

generada por K1 y K2 es

V (K) = V (K1)− V (K2) = πr22h− πr21h

= π(r2 − r1)(r1 + r2) ()h

= 2π

(
r1 + r2

2

)

(r2 − r1)h

= 2πr̄∆rh,
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donde r̄ = r1+r2
2 y ∆r = r2 − r1. En otras palabras,

V (K) ≡ 2π · (promedio radios) · (in
remento en r) · (altura).

Nosotros vamos a utilizar 
apas 
ilíndri
as 
on el �n de aproximar ade
uadamente el

volumen de un sólido de revolu
ión obtenido al rotar 
on respe
to al eje y la región

bajo la grá�
a de una fun
ión 
ontinua. Sea f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinua 
on

a > 0. Tomemos una parti
ión arbitraria de [a, b], digamos

x0 = a < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.

Sobre 
ada subintervalo [xi−1, xi] 
onstruimos un re
tángulo Ri de altura hi = f(x̄i),

donde x̄i ∈ [xi−1, xi] es el punto medio entre xi y xi−1 de�nido 
omo x̄i =
xi + xi−1

2
.

x

y

xi−1
xi

| |a
b

hi

Figura 2.4.30: Capa 
ilíndri
a entre xi−1 y xi 
on altura hi.

Al girar el re
tángulo i-ésimo Ri alrededor del eje y, obtenemos una 
apa 
ilíndri
a

Ki de altura hi = f(x̄i) 
uyo volumen es

V (Ki) ≡ 2π · (promedio radios) · (altura) · (in
remento en r)

= 2π x̄i f(x̄i)∆xi.

Por lo tanto, 
on
luimos que el volumen del sólido S generado al rotar alrededor del

eje y la región bajo la grá�
a de f se puede aproximar 
omo

V (S) ∼= V (K1) + V (K2) + · · ·+ V (Kn)

∼=
n∑

i=1

V (Ki) =

n∑

i=1

2πx̄i∆ixf(x̄i).
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El análisis anterior se puede resumir en el siguiente resultado.

Teorema 2.41. Sea f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinua 
on a > 0. Si S es el sólido

de revolu
ión obtenido al rotar la región bajo la grá�
a de la fun
ión f sobre [a, b] 
on

respe
to al eje y, enton
es el volumen de S viene dado por

V(S) =
∫ b

a

2πxf(x) dx.

Observa
ión 2.42. En la fórmula anterior x se debe interpretar 
omo la distan
ia al

eje de rota
ión y f(x) 
omo la altura.

x

y

e

j

e

d

e

r

o

t

a




i

ó

n

| | |

radio de rota
ión

a x b

altura

f(x)

Figura 2.4.31: Eje y radio de rota
ión.

De forma análoga se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.43. Sea g : [c, d] → R una fun
ión 
ontinua 
on c > 0. Si S es el sólido

de revolu
ión obtenido al rotar 
on respe
to al eje x la región bajo la grá�
a de la

fun
ión g sobre [c, d], enton
es el volumen de S viene dado por

V(S) =
∫ d

c

2πyg(y) dy.

Ejemplos 2.44. Cal
ule el volumen del sólido de revolu
ión S en los siguientes 
asos:

1.- Sea S el sólido de revolu
ión obtenido al rotar alrededor del eje y la región R que

se en
uentra bajo la grá�
a de y = x2
, entre las re
tas x = 1 y x = 2.
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2.- Sea S el sólido de revolu
ión obtenido al rotar alrededor del eje x = 3 paralelo al

eje y la región R que se en
uentra bajo la grá�
a de y = x2
, entre las re
tas x = 1 y

x = 2.

1.- Rota
ión 
on respe
to al eje y. Primero observemos que la región R y el sólido

S que se genera 
uando R se gira en torno al eje x tienen la siguiente forma:

1 2

1

2

3

4

x

y

y = x2

R

0 1 2−1−2

1

2

3

4

x

y

0

Figura 2.4.32: Sólido de revolu
ión generado por la región R al girar alrededor del eje y.

Utilizando el método de 
as
arones o 
apa 
ilíndri
as, sabemos que el volumen del

sólido resultante se 
al
ula mediante la fórmula

V(S) =
∫ 2

1

2πxf(x)dx

donde f(x) mide la altura del re
tángulo R sobre el eje x y x representa el radio

medio desde x hasta el eje de rota
ión. En 
onse
uen
ia,

V(S) =
∫ 2

1

2πxx2 dx =
2π

4
x4
∣
∣
∣

2

1
=

2π

4
(16− 1) =

15π

2
.

Observa
ión 2.45. Notemos que este volumen también se puede 
al
ular utilizando

se

iones transversales perpendi
ulares 
on respe
to al eje y. En este 
aso, al ver la

grá�
a se debe tener en 
uenta que es ne
esario des
omponer tanto la fun
ión (en

términos de y) 
omo la región en dos subregiones

R1 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} y R2 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 4}.

Sobre la subregión R1, las fun
iones son x = 1 y x = 2, y sobre la subregión R2, las

fun
iones son g1(y) =
√
y y g2(y) = 4. En 
onse
uen
ia el volumen viene dado por

V(S) =
∫ 1

0

π
[
22 − 12

]
dy +

∫ 2

1

π
[

22 −√
y2
]

dy

= 3π + π

[

4− 1

2
y2
]4

1

= 3π +
9π

2
=

15π

2
.
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En este 
aso, el 
ál
ulo pare
e ser un po
o más 
omplejo.

2.- Rota
ión 
on respe
to al eje x = 3.Note que es ne
esario apoyarse en la grá�
a

de la región R 
on el �n de es
oger el método apropiado para realizar el 
ál
ulo del

volumen.

Sea S el sólido generado al rotar y = x2
entre x = 1 y x = 2 alrededor del eje x = 3.

1 2 3

1

2

3

4

x

y
y = x2

R

0
|
x

3− x

x = 3

1 2 3 4 5

1

2

3

4

x

y

0

Figura 2.4.33: Sólido de revolu
ión generado por la región R al girar alrededor de la re
ta

x = 3.

Al utilizar el método de 
apas o 
as
arones 
ilíndri
os es ne
esario re
ordar que el

radio medio es la distan
ia desde el x 
orrespondiente hasta el eje de rota
ión, en este


aso la re
ta x = 3. Por lo tanto, el radio medio es 3− x y la altura del re
tángulo R

sigue siendo y = x2
. El volumen del sólido será enton
es:

V(S) = 2π

∫ 2

1

(3− x)(x2)dx

= 2π

∫ 2

1

(3x2 − x3)dx

= 2π

(

x3 − x4

4

) ∣
∣
∣

2

1

= 2π

((

23 − 24

4

)

−
(

1− 1

4

))

= 2π

(

4− 3

4

)

=
13π

2
.
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Ejemplos 2.46. Vamos a presentar unos ejemplos 
ombinados de 
ál
ulo de

volúmenes de sólidos de revolu
ión. Consideremos la región R a
otada por las grá�
as

de y = x2
e y = x.

Con el �n de de�nir los límites de integra
ión vamos a en
ontrar los puntos de

interse

ión de las 
urvas (ver Figura 2.4.34(a)). Para ello resolvemos la e
ua
ión

x = x2
. Es de
ir,

x = x2 ⇔ x− x2 = 0 ⇔ x(1− x) = 0 ⇔ x = 0 o x = 1.

En 
onse
uen
ia, los puntos de 
orte se dan en (0, 0) y (1, 1).

1

1

x

y

0

y = x2 x = y
bc

(1, 1)

1

1

x

y

0

y = x2 x = y
bc

re
ri

Figura 2.4.34: (a) Región entre la parábola y = x2
y la re
ta y = x. (b) Dedu

ión de re

y ri 
uando la región entre la parábola y = x2
y la re
ta y = x se pone a girar alrededor del

eje x.

a) Determinar el volumen del sólido de revolu
ión generado al rotar la región R

alrededor del eje x (ver Figura 2.4.34). Vamos a utilizar, el método de se

iones

transversales perpendi
ulares (dis
os). En este 
aso en
ontramos que los radios

exterior e interior son, respe
tivamente:

re = x y ri = x2.

Por tanto el volumen del sólido viene dado por

V = π

∫ 1

0

(r2e − r2i )dx = π

∫ 1

0

(x2 − x4)dx = π

[
x3

3
− x5

5

]1

0

=
2π

15
.

b) Supongamos ahora que la región R gira alrededor de la re
ta y = 1 paralela al eje

x (ver Figura 2.4.35(a)). Utilizando se

iones transversales perpendi
ulares al eje de
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rota
ión, el radio interno y el radio externo ri y re, respe
tivamente son

re = 1− x2
y ri = 1− x.

El volumen del sólido viene dado por

V(S) = π

∫ 1

0

(r2e − r2i )dx = π

∫ 1

0

((1− x2)2 − (1− x)2)dx

= π

∫ 1

0

(x4 − 3x2 + 2x)dx = π

[
x5

5
− x3 + x2

]1

0

=
π

5
.

x

y

0

y = x2 x = y
bc

ri re

y = 1

h(y) =
√
y − y

1

1

x

y

0

y =
√
x x = y

bc

+y

Figura 2.4.35: (a) Dedu

ión de re y ri 
uando la región entre la parábola y = x2
y la

re
ta y = x se pone a girar alrededor de la re
ta y = 1. (b) Dedu

ión, utilizando 
as
arones


ilíndri
os, de la altura y el radio 
uando la región entre la parábola y = x2
y la re
ta y = x

se pone a girar alrededor del eje x.


) Supongamos ahora que R gira alrededor del eje x. Vamos a utilizar el método

de 
apas o 
as
arones 
ilíndri
os (ver Figura 2.4.35(b)). En este 
aso es ne
esario

observar que

y = x2, y = x ⇔ x =
√
y, x = y.

De esta forma el radio medio será y y la altura del re
tángulo R será h(y) =
√
y − y.

En este 
aso la integral se resuelve para valores 0 ≤ y ≤ 1.

El volumen del sólido de revolu
ión viene dado por

V(S) = 2π

∫ 1

0

y(
√
y − y)dy = 2π

∫ 1

0

(y3/2 − y2)dy = 2π

[
2

5
y5/2 − y3

3

]1

0

=
2π

15
.

d) Supongamos ahora que la región R gira alrededor de la re
ta y = 1 paralela al eje

x. Vamos a utilizar el método de 
apas o 
as
arones 
ilíndri
os (ver Figura 2.4.36). En



2.4. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 123

este 
aso, re
ordemos que ne
esitamos determinar el radio medio desde la posi
ión y

al eje de rota
ión y = 1. Por lo tanto, el radio medio es 1−y. La altura del re
tángulo

R será h(y) =
√
y − y, para 0 ≤ y ≤ 1.

h(y) =
√
y − y

x

y

0

y =
√
x x = y

bc

1− y

+y

y = 1

Figura 2.4.36: Dedu

ión, utilizando 
as
arones 
ilíndri
os, de la altura y el radio 
uando

la región entre la parábola y = x2
y la re
ta y = x se pone a girar alrededor de la re
ta

y = 1.

En 
onse
uen
ia, el volumen del sólido viene dado por

V(S) = 2π

∫ 1

0

(1−y)(
√
y − y)dy = 2π

∫ 1

0

(
√
y − y − y3/2 + y2)dy

= 2π

[
2

3
y3/2 − y2

2
− 2

5
y5/2 +

y3

3

]1

0

= 2π

[
2

3
− 1

2
− 2

5
+

1

3

]

=
π

5
.

Ejer
i
ios

En los siguientes problemas utili
e el método de 
apas 
ilíndri
as para determinar el

volumen del sólido generado al girar en torno del eje indi
ado la región a
otada por

las 
urvas dadas.

1. x = y2, x = 4; el eje y. 2. y = 2x2
, y = 8; el eje y.

3. x = 9− y2, x = 0; el eje x. 4. y = x2
, y = 2x; la re
ta y = 5.

5. y = 3x− x2
, y = 0; el eje y. 6. x = y3 − y4, x = 0; la re
ta y = −2.
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7. y = x3
, y = 0, x = 2; el eje y. 8. y = x3

, y = 0, x = 2; el eje x.

9. x = y2, x = 2− y2; el eje x. 10. y = 4x− x2
, y = 0; el eje y.

11. y = x2
, x = y2; la re
ta y = −1. 12. y = x2

, y = x, 0 ≤ x ≤ 1; el eje y.

13. y = x2
, y = x, 0 ≤ x ≤ 1; la re
ta y = 2.

14. x = 16− y2, x = 0, y = 0; 0 ≤ y ≤ 4; el eje x.

2.4.3. Longitud de ar
o. El objetivo es 
al
ular la longitud L de una 
urva


orrespondiente a la grá�
a de una fun
ión diferen
iable de la forma y = f(x),

para x en un intervalo 
errado [a, b]. Este es un problema que puede ser abordado


on el 
on
epto de integral de�nida. En efe
to, tomemos una parti
ión regular

P = {x0, x1, x2, . . . , xn} del intervalo [a, b] tal que a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b

tal 
omo se muestra en la Figura 2.4.37.

x

y

| | | | | | |b

b

b

b

b
b

b

A

P
Q

B

y = f(x)

a = x0 b = xn
0 x1 x2 x3 xi−1 xi· · · · · ·

Figura 2.4.37: Longitud de la 
urva L entre los puntos A y B.

Tra
emos segmentos de re
ta que unan los puntos (xi, f(xi)), i = 0, · · · , n − 1.

Consideremos el segmento que une los puntos P (xi−1, f(xi−1)) y Q(xi, f(xi)). La

longitud de este segmento está dada por la fórmula:
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x

y

A

B

P

d

Q

∆xi

∆yi

Figura 2.4.38: Dedu

ión de d(P,Q).

d(P,Q) =
√

(∆xi)2 + (∆yi)2

=
√

(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2.

Esta distan
ia se puede es
ribir así:

d(P,Q) =

√

(xi − xi−1)2
(

1 +
(f(xi)− f(xi−1))2

(xi − xi−1)2

)

= |xi − xi−1|
√

1 +
(f(xi)− f(xi−1))2

(xi − xi−1)2
.

Por lo tanto, si 
onsideramos xi > xi−1, tenemos que

(2.2) d(P,Q) = (xi − xi−1)

√

1 +

(
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

)2

.

Dado que la fun
ión f es diferen
iable en (a, b), enton
es podemos apli
ar el teorema

del valor medio en el intervalo (xi−1, xi). En 
onse
uen
ia, existe un x∗
i en (xi−1, xi)

tal que

f ′(x∗
i ) =

f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
.

Reemplazando este valor en la e
ua
ión (2.2), se tiene que:

d(P,Q) = (xi − xi−1)
√

1 + [f ′(x∗
i )]

2

=
√

1 + (f ′(x∗
i ))

2∆ix, (∆ix = xi − xi−1).
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Vamos a aproximar la longitud de la 
urva L de la grá�
a de f desde A(a, f(a)) hasta

B(b, f(b)) 
omo la longitud de la poligonal que une los puntos A y B. La sumas de

las longitudes de los segmentos a lo largo de la poligonal que une los puntos A y B

viene dada por

n∑

i=1

√

1 + (f ′(x∗
i ))

2∆x ≈ L.

Notemos que ésta última es una suma de Riemann de la fun
ión g(x) =
√

1 + (f ′(x∗
i ))

2
para la parti
ión P en el intervalo [a, b]. Por lo tanto, de nuestras

dis
usiones sobre la integral de�nida, si

ĺım
n→∞

n∑

i=1

√

1 + (f ′(x∗
i ))

2∆x

existe sobre todas las posibles parti
iones P del intervalo [a, b], y es igual a L, enton
es

este límite 
orresponde a la integral de�nida de la fun
ión

g(x) =
√

1 + (f ′(x))2, a ≤ x ≤ b.

En resumen, en el 
aso de que y = f(x) sea una fun
ión 
ontinuamente diferen
iable

en [a, b], tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.47. Sea f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinuamente diferen
iable en [a, b],

enton
es la longitud L de la grá�
a de f entre x = a e y = b viene dada por

L =

∫ b

a

√

1 + (f ′(x))2dx.

Es importante resaltar que si bien la anterior fórmula resuelve el problema de 
al
ular

la longitud de una 
urva determinada por una fun
ión 
ontinuamente diferen
iable,

en la mayoría de las ve
es el 
ál
ulo de la integral es un problema difí
il. Para que

tengamos una idea de las di�
ultades que se presentan en el 
ál
ulo intentemos 
al
ular

la longitud de la 
urva aso
iada 
on f(x) = x4
para x ∈ [a, b].

Ejemplos 2.48. 1.- Cal
ule la longitud de la 
urva

y =
x5

10
+

1

6x3
,

para x en el intervalo 1 ≤ x ≤ 2.

En este 
aso la fórmula para 
al
ular la integral viene dada por:

L =

∫ b

a

√

1 +

(
dy

dx

)2

dx.
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Cal
ulemos ahora

dy

dx
. Enton
es

dy

dx
=

5x4

10
− 3

6x4
=

x4

2
− 1

2x4

En 
onse
uen
ia,

√

1 + (f ′(x))2 =

√

1 +

(
x4

2
− 1

2x4

)2

=

√

1 +

(
x8 − 1

2x4

)2

=

√

1 +
x16 − 2x8 + 1

4x8

=

√

4x8 + x16 − 2x8 + 1

4x8

=

√

x16 + 2x8 + 1

4x8

=

√

(x8 + 1)2

(2x4)2
=

x8 + 1

2x4
=

x4

2
+

1

2x4
.

Por lo tanto, la longitud de la 
urva será enton
es

L =

∫ 2

1

(
x4

2
+

1

2x4
)dx =

(
x5

10
− 1

6x3

) ∣
∣
∣

2

1

=

(
32

10
− 1

48

)

−
(

1

10
− 1

6

)

=
779

240
.

2.- Consideremos un 
able 
olgante entre dos postes (o torres) separados por una

distan
ia 2b, enton
es la 
urva que des
ribe el 
able es una 
atenaria 
uya e
ua
ión

está dada por y = a cosh(xa ), donde a es una 
onstante. La longitud de este 
able

está dada por la fórmula

L =

∫ b

−b

√

1 +

(
dy

dx

)2

dx.

Cal
ule la longitud del 
able 
olgante, si la distan
ia entre los postes es de 200

metros y la 
urva que des
ribe el 
able está dada por y = 100 cosh
(

x
100

)
.

Re
ordemos que la fun
ión y = cosh(x) es llamada 
oseno hiperbóli
o de x y se

de�ne para x ∈ R 
omo

cosh(x) =
ex + e−x

2
.

Por lo tanto, y = 100 cosh
(

x
100

)
se puede rees
ribir 
omo

y = 50
(
e

x
100 + e−

x
100

)
.
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Derivando obtenemos que

dy

dx
=

1

2
(e

x
100 − e−

x
100 ) (¾por qué?).

En 
onse
uen
ia,

1 +

(
dy

dx

)2

= 1 +
1

4
(e

x
50 − 2 + e−

x
50 )

=
1

4
(e

x
50 + 2 + e−

x
50 )

=
1

4
(e

x
100 + e−

x
100 )2.

De esta forma se tendrá que la longitud de la 
urva es:

L =

∫ 100

−100

√

1 +

(
dy

dx

)2

dx

=

∫ 100

−100

√

1

4
(e

x
100 + e−

x
100 )2 dx

=
1

2

∫ 100

−100

(e
x

100 + e−
x

100 ) dx

= 50(e
x

100 − e−
x

100 )
∣
∣
∣

100

−100
= 100(e− e−1) ≈ 235.

Ejer
i
ios

I. En los siguientes problemas, establez
a y simpli�que la integral que propor
iona la

longitud del ar
o suave dado. No evalúe la integral.

1. y = x2
, 0 ≤ x ≤ 1. 2. y = x5/2

, 1 ≤ x ≤ 3.

3. y = 2x3 − 3x2
, 0 ≤ x ≤ 2. 4. y = x4/3

, −1 ≤ x ≤ 1.

5. y = 1− x2
, 0 ≤ x ≤ 100. 6. x = 4y − y2, 0 ≤ y ≤ 1.

7. x = y4, −1 ≤ y ≤ 2. 8. x2 = y, 1 ≤ y ≤ 4.

9. xy = 1, 1 ≤ x ≤ 2. 10. x2 + y2 = 4, 0 ≤ x ≤ 2.
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II. En los siguientes problemas, determine la longitud de ar
o.

1. y =
2

3
(x2 + 1)3/2, 0 ≤ x ≤ 2. 2. x =

2

3
(y − 1)3/2, 1 ≤ y ≤ 5.

3. y =
1

6
x3 +

1

2x
, 1 ≤ x ≤ 3. 4. x =

1

8
y4 +

1

4y2
, 1 ≤ y ≤ 2.

5. y3 = 8x2
de (1, 2) a (8, 8). 6. 12xy − 4y4 = 3 de ( 7

12 , 1) a (6724 , 2).

7. (y − 3)2 = 4(x+ 2)3 de (−1, 5) a (2, 19).

2.4.4. Área de super�
ies. Si la grá�
a de una fun
ión 
ontinua y = f(x), 
on

a ≤ x ≤ b, gira entorno a un eje, se genera una super�
ie de revolu
ión. Nuestro

objetivo es dedu
ir una fórmula que nos permita 
al
ular el área de la super�
ie

generada.

En primer lugar, 
al
ulamos el área super�
ial de un 
ono trun
ado de altura in
linada

L y radio r1 y r2 (ver Figura 2.4.39(a)). Lo haremos siguiendo tres pasos:

L

r1

r2

(a)

m

r

(b)

Figura 2.4.39: Dedu

ión del área super�
ial de un 
ono trun
ado.

Sea Rm la región 
ir
ular de radio m 
on ángulo subtendido θ. Enton
es el área Am

de se
tor 
ir
ular Rm viene dado por la rela
ión propor
ional

(2.3)

Am

πm2
=

θ

2π
⇔ Am =

m2θ

2
.



130 2. LA INTEGRAL DEFINIDA Y APLICACIONES

Uniendo los puntos P y Q del se
tor 
ir
ular des
rito arriba, se obtiene un 
ono


ir
ular re
to (ver Figura 2.4.39(b)). Cal
ulemos ahora el área super�
ial de este


ono. Debemos tener presente que la base del 
ono tiene una 
ir
unferen
ia igual al

perímetro del se
tor 
ir
ular. Por lo tanto

2πr = θm ⇔ θ =
2πr

m
.

De a
uerdo 
on la fórmula (2.3) obtenida arriba, el área super�
ial S del 
ono viene

dada por

S =
1

2
m2

(
2πr

m

)

= πrm.(2.4)

Finalmente estamos listos para 
al
ular el área super�
ial del 
ono trun
ado de la

Figura 2.4.39(a).

Si 
ompletamos un 
ono a partir del tron
o de la Figura 2.4.39(a) tendremos el 
ono

de la Figura 2.4.40.

X
L

r1

r2

Figura 2.4.40: Completando el 
ono trun
ado.

El área super�
ial A del 
ono trun
ado será igual al área super�
ial del 
ono de altura

in
linada X y radio r2, menos el área super�
ial del 
ono de altura in
linada X − L

y radio r1, es de
ir,

A = πr2X − πr1(X − L).
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X
L

r1

r2

Figura 2.4.41: Se

ión prin
ipal del 
ono.

Utilizando triángulos semejantes podemos es
ribir X en términos de L, r1 y r2

X − L

r1
=

X

r2
⇔ X =

r2L

r2 − r1
.

Por lo tanto 
on
luimos que

A = πr2

(
r2L

r2 − r1
− πr1

( r2L

r2 − r1
− L

))

.

Simpli�
ando esta última expresión se obtiene que

A = π(r1 + r2)L = 2π
(r1 + r2

2

)

L = 2πrL.

donde r es el radio promedio entre r1 y r2.

Ahora estamos en 
ondi
iones de es
ribir una fórmula que nos permita 
al
ular el área

de la super�
ie que se obtiene 
uando la grá�
a de una fun
ión 
ontinua y = f(x),

a ≤ x ≤ b gira en torno a un eje. En parti
ular tomemos 
omo eje de giro el eje x.

x

y

A

BP

Q

| | | |
a bxi−1 xi

∆xi

∆yi

Figura 2.4.42: Curva que se va a ha
er girar alrededor del eje x.
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Tomemos una parti
ión P = {xa, x1, · · · , xn} del intervalo [a, b]. Si el segmento de

re
ta PQ gira en torno al eje x se genera un 
ono trun
ado de radios f(xi−1), f(xi)

y altura in
linada

√

(∆xi)2 + (∆yi)2, donde ∆yi = f(xi)−f(xi−1) y ∆xi = xi−xi−1.

De a
uerdo 
on lo que ya hemos visto, el área super�
ial de este 
ono trun
ado es

Ai = 2πri
√

(∆xi)2 + (∆yi)2.

donde ri es el promedio entre f(xi−1) y f(xi).

Utilizando el Teorema del Valor Intermedio, existe un número di ∈ [xi−1, xi], tal que

f(di) = ri. Por tanto

Ai = 2πf(di)
√

(∆xi)2 + (∆yi)2.

Esta última expresión se puede rees
ribir 
omo

(2.5) Ai = 2πri

√

1 +
(∆yi
∆xi

)2

∆xi.

Re
ordemos que

∆yi
∆xi

=
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
.

Apli
ando el teorema del valor intermedio a la fun
ión y = f(x) en el intervalo

[xi−, xi], existe un xi
∗ ∈ (xi−1, xi) tal que

f ′(xi
∗) =

f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
=

∆yi
∆xi

.

Reemplazando f ′(xi
∗) en (2.5), se 
on
luye que

Ai = 2πri
√

1 + (f ′(xi
∗))2 ·∆xi.

Por lo tanto, el área super�
ial se puede aproximar sumando las áreas super�
iales

de los 
onos trun
ados que se generan en el intervalo [a, b] para la parti
ión P . Por lo
tanto,

A(S) ≈

n∑

i=1

2πf(di).
√

1 + (f ′(xi
∗))2∆xi,


uyo lado dere
ho representa el área de los 
onos trun
ados generados en la parti
ión

P . Notemos que esta suma 
orresponde una suma de Riemann de la fun
ión

g(x) = 2πf(di)
√

1 + (f ′(xi
∗))2 ·∆xi

para la parti
ión P . Utilizando el 
on
epto de integral de�nida, tendremos que el

siguiente resultado.
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Teorema 2.49. Sea f : [a, b] → R una fun
ión 
ontinuamente diferen
iable en [a, b],

enton
es el área de la super�
ie A(S) que se genera 
uando la grá�
a de la fun
ión


ontinua y = f(x) gira en torno al eje x, viene dada por

A(S) = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2dx.

De manera similar, se tiene el siguiente resultado que determina el área de la super�
ie


uando el eje de giro es el eje y.

Teorema 2.50. Sea g : [c, d] → R una fun
ión 
ontinuamente diferen
iable en [c, d],

enton
es el área de la super�
ie A(S) que se genera 
uando la grá�
a de x = g(y)

gira en torno al eje y, viene dada por

A(S) = 2π

∫ d

c

f(x)
√

1 + (g′(y))2dy.

Ejemplos 2.51. 1.- Considere la 
urva y = x2
, xǫ[0, 1].

a) Cal
ule el área de la super�
ie que se genera 
uando la 
urva gira en torno al eje

x.

b) Cal
ule el área de la super�
ie que se genera 
uando la 
urva gira en torno al eje

y.

Solu
ión.

a) En este 
aso la fórmula que se apli
a es la siguiente:

A = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

De a
uerdo 
on esta fórmula tenemos que

A = 2π

∫ 1

0

x2
√

1 + 4x2 dx.

Esta integral se puede resolver ha
iendo uso de las té
ni
as estudiadas en el 
apítulo

anterior (resolver la integral).

b) En este 
aso tenemos que

A = 2π

∫ b

a

x
√

1 + (f ′(x))2 dx = 2π

∫ 1

0

x
√

1 + 4x2 dx.

Esta integral que se resuelve sen
illamente utilizando el método de sustitu
ión. En

efe
to, sea u = 1 + 4x2
. Por tanto, du = 8xdx y enton
es el área de la super�
ie es

A =
π

4

∫ 5

1

√
u d =

π

6
u

3
2

∣
∣
∣

5

1
=

π

6
(5

3
2 − 1).
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2.- Veri�
ar que el área super�
ial de una esfera de radio r es A(S) = 4πr2.

Primero notemos que la esfera se puede obtener 
uando la 
urva y =
√
r2 − x2

, 
on

−r ≤ x ≤ r, gira en torno al eje x. Por tanto, el área de la esfera se puede interpretar


omo el área de la super�
ie de revolu
ión que se genera 
uando la 
urva y =
√
r2 − x2

,


on −r ≤ x ≤ r rota en torno al eje x. De esta forma tenemos que

A(S) = 2π

∫ r

−r

y

√

1 +

(
dy

dx

)2

dx

= 2π

∫ r

−r

√

r2 − x2

√

1 +

( −2x

2
√
r2 − x2

)2

dx

= 2π

∫ r

−r

√

r2 − x2

√

1 +

(
x2

r2 − x2

)

dx

= 2π

∫ r

−r

√

r2 − x2 · r√
r2 − x2

dx

= 2πrx
∣
∣
∣

r

−r
= 4πr2.

Ejer
i
ios

I.- En los siguientes problemas, establez
a y simpli�que la integral que da el área

de la super�
ie de revolu
ión, generada al girar el ar
o suave dado en torno del eje

espe
i�
ado. No evalúe la integral.

1. y = x2
, 0 ≤ x ≤ 4; el eje y. 2. y = x2

, 0 ≤ x ≤ 1; la re
ta y = 4.

3. y = x− x3
, 0 ≤ x ≤ 1; el eje x. 4. y =

√
x, 1 ≤ x ≤ 4; el eje y.

5. y = x3/2
, 1 ≤ x ≤ 4; la re
ta y = −2.

II.- En los siguientes problemas, determine el área de la super�
ie de revolu
ión

generada al girar la 
urva en torno del eje indi
ado.

1. y =
√
x, 0 ≤ x ≤ 1; el eje x. 2. y = x3

, 1 ≤ x ≤ 2; el eje x.

3. y3 = 3x, 0 ≤ x ≤ 9; el eje y.
1

1
4. x =

1

8
y4 +

1

4y2
, 1 ≤ y ≤ 2; el eje x.

5. y =
1

5
x5 +

1

12x3
, 1 ≤ x ≤ 2; el eje y.
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2.5. Evalua
ión del Segundo Capítulo

Punto I.

1. Determine si la a�rma
ión dada es Falsa o Verdadera, justi�
ando su respuesta

∫ 2

0

u2
√

1 + u6 du =
1

3

∫ 8

0

√

1 + z2 dz.

2. Determine si la a�rma
ión dada es Falsa o Verdadera, justi�
ando su respuesta

∫ 2

0

|x2 − x| dx =
5

3
.

3. Sea C la 
urva del plano de�nida 
omo la grá�
a de la fun
ión

f(x) =
x5

20
+

1

3x3
.

Cal
ule la longitud de la 
urva C desde x = 1 hasta x = 2.

Punto II. Sea f de�nida 
omo

f(s) =

∫ s2

1

ln(1 + 2
√
u)√

u
du.

1. Cal
ule f ′(s) y f ′′(s).

2. De�na F (x) =

∫ x

0

f(s) ds, donde f es la fun
ión 
onsiderada arriba. Muestre que

F ′′(0) = 0 y que F ′′′(0) = 4.

3. (Problema independiente de (1) y (2)). En
uentre una fun
ión g tal que para

x > 0,
∫ x2

1

tg(t) dt =
1

2
x4 +

∫ 4

x2

g(t) dt.

Punto III. Sea R la región del plano limitada por la grá�
as de

y = 16− (x− 2)4 e y =
5

3
x2

(puntos de 
orte en x = 0 y x = 3).

1. Haga la grá�
a de la región R.

2. Cal
ule el área de la región R, A(R), 
on respe
to al eje x.

3. Exprese (no 
al
ule) el área de la región R, A(R), 
on respe
to al eje y
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Punto IV. Sea R la región del plano limitada por las grá�
as de y = 1 − x4
e

y = (x− 1)2 (puntos de 
orte en x = 0 y x = 1).

1. Cal
ule el volumen del sólido de revolu
ión generado al rotar R alrededor del eje

x = 5.

2. Cal
ule el volumen del sólido de revolu
ión generado al rotar R alrededor del eje

y = −2.



Capítulo 3

Regla de L'H�pital, formas indeterminadas y series

in�nitas

En este 
apítulo abordaremos el 
ál
ulo de algunos límites, ne
esario para estudiar la


onvergen
ia de series numéri
as y series de poten
ias.

3.1. Regla de L'H�pital y formas indeterminadas

En esta se

ión estamos interesados en 
al
ular límites de la forma

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
,


uando a es un número real o in
lusive ±∞.

En primer lugar, re
ordemos que si

ĺım
x→a

f(x) = L ∈ R y ĺım
x→a

g(x) = M 6= 0,

enton
es utilizando propiedades bási
as podemos ver que

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
=

L

M
.

Más aún, si tenemos que

ĺım
x→a

f(x) = L ∈ R y ĺım
x→a

g(x) = ±∞,

podemos 
on
luir que

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= 0.

De otro lado, si sabemos que

ĺım
x→a

f(x) = ±∞ y ĺım
x→a

g(x) = M 6= ±∞,

enton
es tenemos que

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= ∞ ó−∞ (dependiendo del signo de M).

137
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Finalmente, si suponemos que

ĺım
x→a

f(x) = L 6= 0 y ĺım
x→a

g(x) = 0,

enton
es podemos ver que

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= ∞ ó−∞ (dependiendo del signo de L).

De las anteriores 
onsidera
iones, para 
ompletar el estudio de límites de la forma

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
,

sólo nos quedán por 
onsiderar los 
asos 
uando las fun
iones f y g tienen uno de los

siguientes 
omportamientos en x = a (a un número real o in
lusive ±∞),

ĺım
x→a

f(x) = 0 y ĺım
x→a

g(x) = 0 ó(3.1)

ĺım
x→a

f(x) = ±∞ y ĺım
x→a

g(x) = ±∞.(3.2)

En adelante, diremos que el 
o
iente

f(x)
g(x) tiene la forma indeterminada

0
0 ó

∞
∞ 
uando

x → a, si una las situa
iones des
ritas en (3.1) ó (3.2) se presenta, respe
tivamente.

Los siguientes son ejemplo de forma indeterminadas

ĺım
x→2

x2 − 4

x− 2
, ĺım

y→0

sen y

y
, ĺım

w→0

w√
w + 1−

√
1− w

, ĺım
z→1+

e
1

(z−1)2

ln(z − 1)
.

Ejemplo 3.1. ¾Cuáles de los siguientes límites presentan una de las formas

indeterminadas que estamos estudiando?

ĺım
x→0

tan 2x

ln(1 + x)
, ĺım

x→0

ex − e−x

2 senx
, ĺım

x→1

√
t− t2

ln t
, ĺım

x→∞

2n2 + 1

ne2n
.

Como re
ordarán del 
urso de Cál
ulo I, el 
ál
ulo de un límite requiere de

manipula
iones algebrai
as o de la utiliza
ión de propiedades de las fun
iones

trigonométri
as. Para ilustrar un po
o lo anterior, 
onsideremos el 
ál
ulo del siguiente

límite 
on forma indeterminada

0
0 ,

ĺım
x→4

x2 − 16

x2 − 2x− 8
= ĺım

x→4

(x − 4)(x+ 4)

(x− 4)(x+ 2))
= ĺım

x→4

x+ 4

x+ 2)
=

4

3
.

Vamos a ver que es posible 
al
ular límites 
on formas indeterminadas

0
0 ó

∞
∞

utilizando la regla de L'H�pital, la 
ual nos permite �evitar� en algunos 
asos

manipula
iones algebrai
as.
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3.1.1. Regla de L'H�pital. En esta se

ión vamos a desarrollar una té
ni
a para

el 
ál
ulo de límites indeterminados de la forma

0
0 ó

∞
∞ , denominada Regla de

L'H�pital, la 
ual está basada en una extensión del Teorema del Valor Medio. En

primer lugar, re
ordemos que si f : [a, b] → R es una fun
ión 
ontinua y diferen
iable

en (a, b), el Teorema del Valor Medio asegura la existen
ia de c ∈ (a, b) tal que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b − a).

Este resultado se puede utilizar para mostrar de forma analíti
a el siguiente límite


ono
ido del 
urso de Cál
ulo I,

ĺım
x→0

sen(x)

x
= 1 (este límite tiene la forma indeterminada

0
0 ).

En efe
to, notemos que para x 6= 0, el Teorema del Valor Medio impli
a la existen
ia

de un c que está entre x y 0 tal que

sen(x)

x
=

sen(x) − sen(0)

x
= sen′(c) = cos(c).

Notemos que si x → 0, enton
es c → 0. Por lo tanto,

ĺım
x→0

sen(x)

x
= ĺım

c→0
cos(c) = 1.

En general, para formas indeterminadas de la forma

0
0 
uando x → a,

podríamos argumentar de forma análoga al 
aso anterior. Más 
on
retamente,

sean f, g : [a, b] → R fun
iones 
ontinuas y diferen
iables en (a, b) tales que

f(a) = g(a) = 0. Por tanto,

ĺım
x→a

f(x) = f(a) = 0 y ĺım
x→a

g(x) = g(a) = 0.

Ahora del Teorema del Valor Medio apli
ado a las fun
iones f y g, existen c1, c2 entre

x y 0 tales que

f(x) = f(x)− f(a) = f ′(c1)(x − a) y g(x) = g(x)− g(a) = g′(c2)(x − a).

Por lo tanto, 
uando g′(x) 6= 0 en (a, b), tenemos que

f(x)

g(x)
=

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(c1)(x − a)

g′(c2)(x− a)
=

f ′(c1)

g′(c2)
.

Así que de forma análoga tenemos que

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a

f ′(c1)

g′(c2)
,

siempre que el último límite exista. Consideremos por ejemplo el 
ál
ulo del límite,

L = ĺım
x→2

x4 − 16

x− 2
= ĺım

x→2

f ′(c1)

g′(c2)
= ĺım

c1→2

4c31
1

= 32.
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Este límite se puede 
al
ular dire
tamente vía fa
toriza
ión

L = ĺım
x→2

x4 − 16

x− 2
= ĺım

x→2

(x− 2)(x+ 2)(x2 + 4)

x− 2

= ĺım
x→2

(x+ 2)(x2 + 4) = 32.

La estrategia utilizada en esta observa
ión se puede mejorar para es
oger c1 = c2,


omo lo veremos a 
ontinua
ión en la generaliza
ión del Teorema del Valor Medio.

Teorema 3.2 (Teorema del Valor Medio Generalizado). Si f y g son fun
iones

derivables en el intervalo (a, b), 
ontinuas en [a, b] y g′(x) 6= 0 para todo x en (a, b),

enton
es existe al menos un número c en (a, b) tal que

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

Demostra
ión. La veri�
a
ión de este resultado se obtiene de forma análoga al

Teorema del Valor Medio. Consideremos la fun
ión auxiliar

s(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x) − g(a)).

En primer lugar esta fun
ión es similar a la que se 
onstruyó en la demostra
ión

del Teorema del Valor Medio para derivadas. Además s está bien de�nida

pues g(b)− g(a) 6= 0, es 
ontinua en [a, b] y es diferen
iable en (a, b). Además

s(a) = s(b) = 0, es de
ir, s satisfa
e las hipótesis del Teorema de Rolle. Así, existe

al menos un número c ∈ (a, b) tal que s′(c) = 0, pero sabemos que

s′(x) = f ′(x)−
(
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

)

g′(x).

Evaluando en c obtenemos que

s′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c),

lo 
ual es equivalente a lo que queríamos demostrar

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
. �

Observa
ión 3.3. Notemos que si g(x) = x, enton
es el Teorema del Valor Medio

Generalizado se redu
e exa
tamente al Teorema del Valor Medio.

Estamos ahora en 
ondi
iones de presentar la regla de L'H�pital.
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Teorema 3.4 (Regla de L'H�pital). Sean f y g fun
iones derivables tales que

g′(x) 6= 0 en un intervalo abierto alrededor de a, ex
epto posiblemente en a. Si

ĺım
x→a

f(x) = ĺım
x→a

g(x) = 0 ó ĺım
x→a

f(x) = ĺım
x→a

g(x) = ±∞

enton
es

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

siempre y 
uando ĺım
x→a

f ′(x)

g′(x)
exista, ó, ĺım

x→a

f ′(x)

g′(x)
= ±∞.

La regla es válida in
lusive en los 
asos en que x → a+, x → a−, x → ∞ ó x → −∞.

Demostra
ión. En estas notas sólo demostraremos el resultado en el 
aso en que el


o
iente f(x)/g(x) tenga la forma indeterminada 0/0, 
uando x → a+. Supongamos

que ĺım
x→a+

f ′(x)

g′(x)
existe. Enton
es tenemos que f ′(x) y g′(x) están de�nidas en un

intervalo (a, b] en el que g′(x) 6= 0. Puesto que ĺım
x→a+

f(x) = ĺımg(x)
x→a+

= 0, podemos

de�nir f(a) = 0 y g(a) = 0. De esta forma f y g serán 
ontinuas por la dere
ha en

a. Según lo anterior, las fun
iones f y g satisfa
en las hipótesis del teorema del Valor

Medio de Cau
hy en el intervalo [a, b] , por tanto existe un número c en el intervalo

(a, b) tal que

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

Puesto que f(a) = 0 y g(a) = 0, se tiene que

f(b)

g(b)
=

f ′(c)

g′(c)
.

Notemos que 
uando b → a+, enton
es tenemos que c → a+ ya que c ∈ (a, b). En


onse
uen
ia,

ĺım
b→a+

f(b)

g(b)
= ĺım

c→a+

f ′(c)

g′(c)
,

lo que es equivalente a es
ribir

ĺım
x→a+

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

En otras palabras hemos demostrado el Teorema en este 
aso parti
ular. �

La demostra
ión para el 
aso en que x → a− es similar; para los 
asos en que x → ∞,

x → −∞ o 
uando la forma indeterminada sea

∞
∞ , la demostra
ión es más 
ompleja

y la omitiremos en estas notas de 
lase.
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Ejemplos 3.5. Cal
ule los siguientes límites utilizando la regla de L'H�pital.

a) ĺım
x→0

x√
x+ 1−

√
1− x

.

b) ĺım
x→1

1− x+ lnx

1 + cosπx
.


) ĺım
x→∞

ln(lnx)

x
.

d) ĺım
x→∞

2n3 + n

e2n
.

Solu
ión.

a) Claramente el límite ĺım
x→0

x√
x+ 1−

√
1− x

tiene la forma indeterminada

0
0 . Ahora,

este límite se puede 
al
ular dire
tamente multipli
ando por el 
onjugado de la

expresión

√
x+ 1−

√
1− x.

Más 
on
retamente,

ĺım
x→0

x√
x+ 1−

√
1− x

= ĺım
x→0

x(
√
x+ 1 +

√
1− x)

(
√
x+ 1−

√
1− x)(

√
x+ 1 +

√
1− x)

= ĺım
x→0

x(
√
x+ 1 +

√
1− x)

(
√
x+ 1)2 − (

√
1− x)2

= ĺım
x→0

x(
√
x+ 1 +

√
1− x)

2x

= ĺım
x→0

(
√
x+ 1 +

√
1− x)

2
= 1.

Apli
ando la regla de L'H�pital al mismo límite, obtenemos que

ĺım
x→0

x√
x+ 1−

√
1− x

= ĺım
x→0

1
1

2
√
x+1

+ 1
2
√
1−x

= 1.

En este 
aso, utilizar la regla de L'H�pital resulta más sen
illo.

b) Puesto que

ĺım
x→1

(1− x+ lnx) = 0 y ĺım
x→1

(1 + cos(πx)) = 0,

enton
es el límite

ĺım
x→1

1− x+ lnx

1 + cosπx

tiene la forma

0
0 y podemos apli
ar la regla de L'H�pital. En este 
aso tenemos

que,

ĺım
x→1

1− x+ ln x

1 + cosπx
= ĺım

x→1

d
dx(1 − x+ lnx)
d
dx(1 + cosπx)

= ĺım
x→1

−1 + 1
x

−π senπx
.
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Nuevamente se observa que este último límite tiene la forma

0
0 dado que

ĺım
x→1

(

−1 +
1

x

)

= 0 y ĺım
x→1

(−π senπx) = 0.

En 
onse
uen
ia podemos apli
ar de nuevo la regla de L'H�pital. En este 
aso

tenemos que

ĺım
x→1

−1 + 1
x

−π senπx
= ĺım

x→1

− 1
x2

−π2 cosπx
= − 1

π2
,

lo 
ual se obtiene al evaluar simplemente en x = 1.


) El límite

ĺım
x→∞

ln(ln(x))

x

tiene la forma indeterminada

∞
∞ . Apli
ando la regla de L'Hospital:

ĺım
x→∞

ln(ln(x))

x
= ĺım

x→∞

1
x ln(x)

1
= ĺım

x→∞

1

x ln(x)
= 0.

Observa
ión 3.6. Para resolver el siguiente límite primero debemos ha
er la siguiente

a
lara
ión.

Sea f una fun
ión de valor real y supongamos que el límite ĺım
x→∞

f(x) existe, es ±∞, o

no existe. Enton
es el límite tomando n sobre los números naturales, ĺım
n→∞

f(n) existe,

es ±∞, o no existe, respe
tivamente. Más aún,

ĺım
x→∞

f(x) = ĺım
n→∞

f(n).

En 
onse
uen
ia, en el 
aso en que la variable n sea un número natural, podemos

apli
ar la regla de L'H�pital suponiendo que di
ha variable es real.

d) Re
ordemos que estamos interesados en el límite

ĺım
x→∞

2n3 + n

e2n
.

En este ejemplo parti
ular, el límite

ĺım
x→∞

2n3 + n

e2n

tiene la forma

∞
∞ . Apli
ando L'H�pital,

ĺım
x→∞

2n3 + n

e2n
= ĺım

x→∞

6n2 + 1

2e2n
,

el 
ual también tiene la forma ∞/∞. Por lo tanto apli
ando dos ve
es la regla

de L'H�pital se tiene que

ĺım
x→∞

2n3 + n

e2n
= ĺım

x→∞

6n2 + 1

2e2n
= ĺım

x→∞

12n

4e2n
= ĺım

x→∞

12

8e2n
= 0.
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Observa
ión 3.7 (UN ERROR COMÚN). Se debe prestar mu
ha aten
ión al

apli
ar la regla de L'H�pital, pues hay límites en los que esta regla no es apli
able;

por ejemplo 
onsideremos el límite

ĺım
x→0

cos(x)

x+ 1
=

cos(0)

0 + 1
= 1.

Si de manera in
auta apli
amos la regla de L'H�pital obtenemos una 
ontradi

ión,

puesto que

ĺım
x→0

cos(x)

x+ 1
= ĺım

x→0

sen(x)

1
=

0

1
= 0.

Este último pro
edimiento es errado ya que el límite ĺım
x→0

cosx

x+ 1
no tiene la forma

indeterminada

0
0 , ni la forma

∞
∞ .

Ejer
i
ios

Cal
ule los siguientes límites utilizando la regla de L'H�pital.

1. ĺım
z→1

z − 1

z2
.

2. ĺım
z→0

e3z − 1

z
. 3. ĺım

z→0+

sen z2

z
.

4. ĺım
z→0

1− cos z

z3
. 5. ĺım

z→π/2

1 + cos 2z

1− sen 2z
.

6. ĺım
z→0

z − arctan z

z3
.

7. ĺım
z→∞

ez

(z + 1)4
.

8. ĺım
z→∞

z2 + 1

z ln z
.

9. ĺım
z→(π/2)−

tan z

ln(cos z)
.

10. ĺım
z→0

ez − e−z

z
.

11. ĺım
z→2

z3 − 8

z4 − 16
.

12. ĺım
t→∞

√
t2 + 4

t
.

13. ĺım
t→∞

2t

3t
.

14. ĺım
t→∞

√
t3 + t√
2x3 − 4

.

15. ĺım
t→∞

ln(ln t)

t ln t
.

16. ĺım
t→0

sen t− tan t

t3
.

17. ĺım
t→0

e3t − e−3t

2t
.

18. ĺım
t→π/2

sec t

tan t
.

19. ĺım
t→1/2

2t− senπt

4t2 − 1
. 20. ĺım

t→∞

arctan 2t

arctan 3t
.

21. ĺım
t→0

√
3+2t−

√
3+t

t
.

22. ĺım
t→0

√
1 + 3t− 1

t
.

23. ĺım
t→π/4

1− tan t

4t− π
.

24. ĺım
t→2

t5 − 5t2 − 12

t10 − 500t− 24
.
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3.1.2. Formas indeterminadas: 0 · ∞, 1∞, 00, ∞0
, ∞ − ∞. Además de las

formas

0
0 e

∞
∞ , las formas 0.∞, 1∞, 00, ∞0

, e ∞−∞ también son 
onsideradas 
omo

formas indeterminadas. Se puede mostrar que todas éstas se pueden transformar en

la forma indeterminada

0
0 ó

∞
∞ .

Forma Indeterminada 0 · ∞. El 
aso más simple, pero 
lave para 
al
ular límites

de la forma indeterminada 1∞, 00, ∞0
, o
urre 
uando el límite tiene la forma 0 · ∞.

Es de
ir, supongamos que

ĺım
x→a

f(x) = 0 ó ĺım
x→a

g(x) = ±∞.

En este 
aso diremos que el límite

ĺım
x→a

f(x)g(x)

tiene la forma indeterminada 0 ·∞. Observemos que este límite se puede es
ribir 
omo

el límite de un 
o
iente 
on forma indeterminada

0
0 ó

∞
∞ ,

ĺım
x→a

f(x)g(x) = ĺım
x→a

f(x)
1

g(x)

(forma indeterminada

0
0 )

= ĺım
x→a

g(x)
1

f(x)

(forma indeterminada

∞
∞ ).

Ejemplo 3.8. Cal
ular el límite

ĺım
y→0+

y2 ln(y).

Este límite tiene la forma indeterminada 0 · ∞. Enton
es,

ĺım
y→0+

y2 ln(y) = ĺım
y→0+

ln(y)
1
y2

(∞
∞
)

= ĺım
y→0+

1
y
−2
y3

= ĺım
y→0+

y2

(−2)
= 0.

Formas Indeterminadas 1∞ y 00, ∞0
. A 
ontinua
ión vamos a ver que estas

formas indeterminadas se pueden llevar a la forma 0 ·∞; y en 
onse
uen
ia se pueden


onvertir en la forma

0
0 ó en la forma

∞
∞ . Para ello utilizaremos la rela
ión existente

entre la fun
ión exponen
ial h(x) = ex y su inversa, la fun
ión logaritmo k(y) =

ln(y). Más 
on
retamente, supongamos que f(x) > 0 para todo x y 
onsideremos una

fun
ión de tipo exponen
ial

s(x) = [f(x)]
g(x)

.



146 3. FORMAS INDETERMINADAS Y SERIES

Enton
es, apli
ando logaritmo natural a la fun
ión s tenemos que

r(x) = ln(s(x)) = ln
(

[f(x)]g(x)
)

= g(x) ln (f(x)) ⇐⇒ s(x) = er(x).

Por lo tanto, tenemos la siguiente equivalen
ia de límites (en el 
aso de que existan)

ĺım
x→a

s(x) = ĺım
x→a

[f(x)]
g(x)

tiene la forma 1∞, 0∞, ∞0

m

ĺım
x→a

r(x) = ĺım
x→a

ln
(

[f(x)]
g(x)
)

= ĺım
x→a

[g(x) ln (f(x))] tiene la forma 0 · ∞.

En 
onse
uen
ia, podemos estudiar el límite ĺım
x→a

s(x) 
al
ulando el límite

ĺım
x→a

r(x) = L, después de observar la siguiente equivalen
ia,

ĺım
x→a

r(x) = L ⇐⇒ ĺım
x→a

s(x) = e

(

ĺım
x→a

r(x)

)

= eL.

Ejemplos 3.9. Cal
ular los siguientes límites:

a) ĺım
x→∞

(

1 +
1

x

)x

.

Este límite debe ser familiar para el le
tor pues es 
omún resolverlo 
uando se estudia

el número de Euler e en el 
urso de Cál
ulo I. Veamos 
ómo se 
al
ula este límite

ha
iendo uso de la regla de L'H�pital. Observemos que la expresión

(

1 +
1

x

)x

tiene

la forma indeterminada 1∞, 
uando x → 0. No olvidemos que el objetivo es llevarla

a la forma

0
0 ó

∞
∞ .

Consideremos y =
(

1 +
1

x

)x

. Apli
ando la fun
ión logaritmo natural en ambos lados

se tendrá después de apli
ar propiedades de la fun
ión logarítmi
a

ln y = x ln

(

1 +
1

x

)

=
ln
(
1 + 1

x

)

1
x

.

Note que el límite ĺım
x→∞

ln(1 + 1
x)

1
x

tiene la forma indeterminada

0
0 . Apliquemos ahora

si la regla de L'H�pital:

ĺım
x→∞

ln y = ĺım
x→∞

ln
(
1 + 1

x

)

1
x

= ĺım
x→∞

1
1+ 1

x

(− 1
x2 )

− 1
x2

= ĺım
x→∞

1

1 + 1
x

= 1.

Por lo tanto, hemos llegado a que

ĺım
x→∞

ln y = 1.
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Apli
ando la fun
ión exponen
ial en ambos lados de esta última igualdad se tendrá

que

e
( ĺım
x→∞

ln y)
= e1 = e.

Por la 
ontinuidad de la fun
ión exponen
ial, podemos es
ribir:

ĺım
x→∞

eln y = e.

Puesto que eln y = y, se tiene �nalmente

ĺım
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= ĺım
x→∞

y = ĺım
x→∞

eln(y) = e.

b) ĺım
x→0

(1 + sen2(2x))
3
x2
.

Este límite tiene la forma indeterminada 1∞.

De�namos la fun
ión y = (1 + sen2(2x))
3
x2
. Enton
es, utilizando la propiedad de la

fun
ión logaritmo ln(ar) = r ln(a) 
on
luimos que

ln(y) = ln((1 + sen2(2x))
3
x2 =

3 ln((1 + sen2(2x))

x2
.

Por lo tanto, ĺım
x→0

ln(y) tiene la forma indeterminada 0/0. Utilizando L'H�pital,

ĺım
x→0

ln(y) = ĺım
x→0

3 ln((1 + sen2(2x))

x2

= ĺım
x→0

(3)(2)(2) sen(2x) cos(2x)

(2)x(1 + sen2(2x))

= (3)(4) ĺım
x→0

[(
sen(2x)

2x

)(
cos(2x)

1 + sen2(2x)

)]

= (3)(4) ĺım
x→0

[
sen(2x)

2x

]

ĺım
x→0

[
cos(2x)

1 + sen2(2x)

]

= (12)(1)(1) = 12,

pues 
omo ya sabemos

ĺım
x→0

(
sen(2x)

2x

)

= 1.

Forma Indeterminada ∞ − ∞. Para el 
ál
ulo de límites de la forma ∞ −∞ es

ne
esario efe
tuar opera
iones algebrai
as 
on el �n de obtener la forma indeterminada

0/0 ó ∞/∞. Para ilustrar lo anterior 
onsideremos los siguientes ejemplos.
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Ejemplos 3.10. a) Cal
ular, si existe, el límite

ĺım
x→1+

(
1

x− 1
− 1

lnx

)

.

En primer lugar, se debe veri�
ar que se tiene una forma indeterminada. En efe
to,


uando x → 1+ la expresión

1

x− 1
− 1

lnx
tiene la forma indeterminada ∞ − ∞.

Colo
ando denominador 
omún vemos que

ĺım
x→1+

(
1

x− 1
− 1

lnx

)

= ĺım
x→1+

lnx− x+ 1

(x− 1) lnx
.

Observe que este último límite presenta la forma indeterminada

0
0 . Apli
ando la regla

de L'H�pital obtenemos:

ĺım
x→1+

lnx− x+ 1

(x− 1) lnx
= ĺım

x→1+

1
x − 1

lnx+ (x− 1) 1x
= ĺım

x→1+

1

x
− 1

lnx+ 1− 1

x

.

Nuevamente es posible apli
ar la regla de L'H�pital (¾por qué?), obteniendo

ĺım
x→1+

1

x
− 1

lnx+ 1− 1

x

= ĺım
x→1+

− 1

x2

1

x
+

1

x2

= −1

2
.

En otras palabras,

ĺım
x→1+

(
1

x− 1
− 1

lnx

)

= −1

2
.

b) Cal
ular, si existe, el límite ĺım
n→∞

(
√
n+ 1−√

n)
√
n+ 2 .

Notemos que este límite tiene la forma ∞−∞. Ra
ionalizando (multipli
ando por el


onjugado de

√
n+ 1−√

n) obtenemos que

√
n+ 1−√

n =
(
√
n+ 1−√

n)(
√
n+ 1 +

√
n)

(
√
n+ 1 +

√
n)

=
1

(
√
n+ 1 +

√
n)

.

Utilizando este 
ál
ulo 
on
luimos que

ĺım
n→∞

(
√
n+ 1−√

n)
√
n+ 2 = ĺım

n→∞

√
n+ 2

(
√
n+ 1 +

√
n)

= ĺım
n→∞

1
√

n+ 1

n+ 2
+

√
n

n+ 2

=
1

2
,

dado que por la 
ontinuidad del la fun
ión raíz 
uadrada y la regla de L'H�pital,

tenemos que

ĺım
n→∞

√

n+ 1

n+ 2
=

√

ĺım
n→∞

n+ 1

n+ 2
= 1 y ĺım

n→∞

√
n

n+ 2
=

√

ĺım
n→∞

n

n+ 2
= 1.
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Ejer
i
ios

Cal
ule los siguientes límites vía la regla de L'H�pital.

1. ĺım
z→0

z cot z. 2. ĺım
z→0+

(sen z)(ln sen z).

3. ĺım
z→0

1

z
ln

(
7z + 8

4z + 8

)

. 4. ĺım
z→0

(
1

z
− cot z

)

.

5. ĺım
z→0+

z(e1/z − 1). 6. ĺım
z→0

z2 csc2 2z.

7. ĺım
z→∞

e−z ln z. 8. ĺım
t→∞

t(e1/t − 1).

9. ĺım
t→∞

e−t2(t− sen t). 10. ĺım
z→0+

z ln z.

11. ĺım
t→π/2

(tan t)(cos 3t). 12. ĺım
t→π

(t− π) csc t.

13. ĺım
x→2

(
1

x− 2
− 1

ln(x − 1)

)

. 14. ĺım
t→0+

(
1√
t
− 1

sen t

)

.

15. ĺım
t→0

(
1

t
− 1

et − 1

)

. 16. ĺım
t→1+

(
t

t2 + t− 2
− 1

t− 1

)

.

17. ĺım
t→2+

(
1√

t2 − 4
− 1

t− 2

)

. 18. ĺım
t→0

(
1

t
− 1

ln(1 + t)

)

.

19. ĺım
t→∞

(
√
t2 + t−

√
t2 − t). 20. ĺım

t→∞
( 3
√
t3 + 2t+ 5− t).

21. ĺım
z→0+

zz. 22. ĺım
z→0+

zsen z
.

23. ĺım
t→∞

(

1 +
1

t

)t

. 24. ĺım
t→∞

(

1− 1

t2

)t

.

25. ĺım
t→0

(
sen t

t

)1/t2

. 26. ĺım
t→∞

(

cos
1

t2

)t4

.

27. ĺım
z→0+

(1 + 2z)1/(3z). 28. ĺım
t→∞

(ln t)1/t.
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29. ĺım
z→0+

(sen z)sec z. 30. ĺım
z→0+

(z + sen z)z.

31. ĺım
z→π/2

(tan z − sec z). 32. ĺım
t→1

t1/(1−t)
.

33. ĺım
t→1+

(t− 1)ln t
. 34. ĺım

t→∞
(
√
t+ 1−

√
t).

35. ĺım
t→∞

( 5
√
t5 − 3t4 + 17− t).

3.1.3. Integrales impropias. Re
ordemos que la de�ni
ión de la integral de�nida

requirió de dos imposi
iones bási
as:

1.- El dominio de de�ni
ión de las fun
iones es un intervalo 
errado �nito de la forma

[a, b].

2.- Las fun
iones son a
otadas en [a, b], para garantizar la buena de�ni
ión de las

sumas de Riemann. Re
ordemos que una fun
ión se di
e a
otada en [a, b], si existe


onstantes reales m,M tal que

m ≤ f(t) ≤ M, para todo x ∈ [a, b].

En otras palabras, la grá�
a de la fun
ión f está limitada entre las re
tas y = m

y y = M sobre el intervalo [a, b].

Ahora estamos interesados en tener algún tipo de extensión del 
on
epto de integral

de�nida que pueda ser utilizado en los siguientes 
asos:

1.- Intervalos in�nitos. Vamos a 
onsiderar fun
iones a
otadas de�nidas en

intervalos in�nitos de la forma: (−∞, a], [a,∞) ó (−∞,∞).

x

y

|
a

Figura 3.1.1: Fun
iones a
otadas en intervalos in�nitos.
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2.- Fun
iones no a
otadas en intervalos in�nitos. Vamos a 
onsiderar fun
iones

no a
otadas de�nidas en un intervalo 
errado [a, b] tales que satisfa
en una de las


ondi
iones 
on c ∈ (a, b):

ĺım
x→a+

f(x) = ±∞ ó ĺım
x→b−

f(x) = ±∞ ó ĺım
x→c±

f(x) = ±∞.

x

y

| |

a b

Figura 3.1.2: Fun
iones no a
otadas en intervalos �nitos.

Integrales impropias en intervalos in�nitos: [a,∞), (−∞, a] ó (−∞,∞).

Para ilustrar el 
on
epto de integral que deseamos introdu
ir, denominado integral

impropia, 
onsideremos el siguiente problema: Sea R la región que se en
uentra

bajo la grá�
a de f(x) =
1

x2
, sobre el eje x y a la dere
ha de la re
ta x = 1. Cal
ular,

si existe, el área A(R) de la región R.

x

y

| |

1 t

A(t)

y = f(x)

Figura 3.1.3: Grá�
a de y =
1

x2
para x ≥ 1.
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La primera observa
ión es que para 
ada t > 1, el área A(t) bajo la grá�
a de f entre

x = 1 y x = t está bien de�nida y viene dada por

A(t) =

∫ t

1

1

x2
dx.

Más aún, se puede ver dire
tamente que ĺım
t→∞

A(t) existe. En efe
to,

ĺım
t→∞

A(t) = ĺım
t→∞

∫ t

1

1

x2
dx = ĺım

t→∞

(

− 1

x

)t

1

= ĺım
t→∞

(

1− 1

t

)

= 1.

Por lo tanto, tiene sentido 
onsiderar el área bajo la grá�
a de f(x) =
1

x2
sobre

[1,∞) y la podríamos de�nir de forma natural 
omo

A(R) = ĺım
t→∞

∫ t

1

1

x2
dx = 1.

Notemos que en este 
aso podemos adoptar la siguiente nota
ión:

ĺım
t→∞

∫ t

1

1

x2
dx :=

∫ ∞

1

1

x2
dx.

En general, si f es una fun
ión 
ontinua en el intervalo [a,∞) tal que límite

ĺım
t→∞

∫ t

a

f(x) dx

existe, diremos que la integral impropia

∫ ∞

a

f(x)dx es 
onvergente y utilizamos la

nota
ión

∫ ∞

a

f(x)dx = ĺım
t→∞

∫ t

a

f(x) dx.

En 
aso de que el límite no exista de
imos que la integral impropia es divergente.

Según la de�ni
ión anterior, la integral impropia

∫ ∞

1

1

x2
dx 
onverge y

∫ ∞

1

1

x2
dx = ĺım

t→∞

∫ t

1

1

x2
dx = 1.

De forma análoga, si f es una fun
ión 
ontinua en el intervalo (−∞, a] tal el límite

ĺım
t→−∞

∫ a

t

f(x) dx

existe, diremos que la integral impropia

∫ a

−∞
f(x)dx es 
onvergente y es
ribimos

∫ a

−∞
f(x) dx = ĺım

t→−∞

∫ a

t

f(x) dx.

En 
aso de que el límite no exista de
imos que la integral impropia es divergente.
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Ejemplos 3.11. 1.- Veri�
ar que la integral impropia

∫ ln(2)

−∞
xe2x dx

es 
onvergente.

Solu
ión. Empe
emos por 
al
ular la antiderivada o la integral inde�nida

∫

xe2x dx.

Para ello utilizaremos integra
ión por partes. Tomemos u = x y dv = e2xdx. Enton
es,

du = dx y v = 1
2e

2x
. Por lo tanto,

∫

xe2x dx =
xe2x

2
− 1

2

∫

e2x dx =
xe2x

2
− 1

4
e2x =

(
x

2
− 1

4

)

e2x.

Por lo tanto,

ĺım
t→−∞

∫ ln(2)

t

xe2x dx = ĺım
t→−∞

(
x

2
− 1

4

)

e2x
∣
∣
∣

ln(2)

t

= ĺım
t→−∞

[

4

(
ln(2)

2
− 1

4

)

−
(
t

2
− 1

4

)

e2t
]

= 4

(
ln(2)

2
− 1

4

)

= 2 ln(2)− 1,

donde hemos utilizado la regla de L'H�pital para veri�
ar que

ĺım

(
t

2
− 1

4

)

e2t = 0.

2.- No toda integral impropia es 
onvergente. Este he
ho se puede apre
iar al

veri�
ar que la integral impropia

∫ ∞

1

1

x
dx es divergente. En efe
to,

∫ ∞

1

1

x
dx = ĺım

t→∞

∫ t

1

1

x
dx = ĺım

t→∞
ln |x|

]t

1
= ĺım

t→∞
(ln |t| − ln |1|) = ∞.

En el 
aso en que f sea una fun
ión 
ontinua en (−∞,∞), diremos que la integral

impropia

∫ ∞

−∞
f(x) dx

es 
onvergente si las integrales

∫ a

−∞
f(x) dx y

∫ ∞

a

f(x) dx

son 
onvergentes para 
ada a ∈ R. En este 
aso, denotamos la integral impropia 
omo

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx +

∫ ∞

a

f(x) dx.
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En 
aso en que al menos una de las siguientes integrales impropias

∫ a

−∞
f(x) dx ó

∫ ∞

a

f(x) dx

sea divergente, diremos que la integral impropia

∫ ∞

−∞
f(x) dx es divergente.

Ejemplo 3.12. Determinar la 
onvergen
ia o divergen
ia de la integral impropia

∫ ∞

−∞

x

ex2 dx.

Primero 
al
ulemos una integral inde�nida, vía el método de sustitu
ión. Para ello,


onsideremos la sustitu
ión u = x2
. En este 
aso tenemos que

du = 2xdx ⇔ du

2
= xdx.

Reemplazando tenemos que

∫
x

ex2 dx =
1

2

∫
1

eu
du =

1

2

∫

e−udu = −1

2
e−u + C = −1

2
e−x2

+ C.

En 
onse
uen
ia,

∫ ∞

−∞

x

ex2 dx =

∫ 0

−∞
xe−x2

dx+

∫ ∞

0

xe−x2

dx

= ĺım
t→−∞

∫ 0

t

xe−x2

dx+ ĺım
t→∞

∫ t

0

xe−x2

dx

= ĺım
t→−∞

− 1

2
e−x2

]0

t
+ ĺım

t→∞
− 1

2
e−x2

]t

0

= ĺım
t→−∞

(

− 1

2
+

1

2
e−t2

)

+ ĺım
t→∞

(

− 1

2
e−t2 +

1

2

)

= −1

2
+

1

2
+ ĺım

t→−∞

1

et2
− ĺım

t→∞

1

2et2
+

1

2
= −1

2
+

1

2
= 0.

En otras palabras, la integral impropia

∫ ∞

−∞

x

ex2 dx es 
onvergente.

Más aún, para 
ada a ∈ R, las integrales impropias

∫ ∞

a

x

ex2 dx y

∫ a

−∞

x

ex2 dx

son también 
onvergentes. En parti
ular,

∫ ∞

a

x

ex2 dx = ĺım
b→∞

∫ b

a

x

ex2 dx =
1

2
e−a2

.
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Integrales Impropias en Intervalos Finitos.

Supongamos que f es una fun
ión 
ontinua en el intervalo [a, b) y que

ĺım
x→b−

f(x) = ±∞. Es de
ir, f tiene una asíntota verti
al en x = b.

Si el límite

ĺım
t→b−

∫ t

a

f(x)dx

existe, diremos que la integral

impropia

∫ b

a

f(x)dx 
onverge y

es
ribimos

∫ b

a

f(x)dx = ĺım
t→b−

∫ t

a

f(x)dx.

En 
aso 
ontrario diremos que la

integral impropia diverge.

x

y

| |

a b

Figura 3.1.4: Fun
iones no a
otadas en

intervalos �nitos ĺım
x→b−

f(x) = ∞.

De forma análoga, sea f una fun
ión 
ontinua en el intervalo (a, b] tal que

ĺımx→a+ f(x) = ±∞.

Si el límite

ĺım
t→a+

∫ b

t

f(x)dx

existe, diremos que la integral impropia

∫ b

a

f(x) dx 
onverge y es
ribimos

∫ b

a

f(x)dx = ĺım
t→a+

∫ b

t

f(x)dx.

En 
aso 
ontrario diremos que la

integral impropia diverge.

x

y

| |

a b

Figura 3.1.5: Fun
iones no a
otadas en

intervalos �nitos ĺım
x→a+

f(x) = ∞.

De manera similar, sea f una fun
ión 
ontinua en [a, b], ex
epto en un número

c ∈ (a, b) para el 
ual ĺım
x→c

f(x) = ±∞.
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x

y

| | |
a c b

Figura 3.1.6: Fun
iones no a
otadas en intervalos �nitos. ĺım
x→c−

f(x) = −∞.

Diremos que la integral impropia

∫ b

a

f(x)dx 
onverge, si los límites

ĺım
t→c−

∫ t

a

f(x)dx y ĺım
t→c+

∫ t

c

f(x)dx

existen. En este 
aso es
ribimos

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

= ĺım
t→c−

∫ t

a

f(x)dx + ĺım
t→c+

∫ t

c

f(x)dx.

En 
aso 
ontrario la integral impropia diverge.

Ejemplos 3.13. En los siguientes ejemplos vamos a determinar la 
onvergen
ia

o divergen
ia de las siguientes integrales impropias, en el 
aso en que éstas sean

impropias.

a)

∫ 1

0

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
dx, b)

∫ 3

1

1

(x− 2)4/3
dx, 
)

∫ 1

0

senx

x
dx.

a) En primer lugar, note que la integral

∫ 1

0

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
dx
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es una integral impropia pues la fun
ión f(x) =
1

(x+ 1) ln(x+ 1)
es 
ontinua en (0, 1]

y

ĺım
x→0+

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
= +∞ (½verifíquelo!).

Cal
ulemos primero una antiderivada de la fun
ión

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
. Si ha
emos la

sustitu
ión u = ln(x + 1), enton
es tenemos que, du =
dx

x+ 1
. Reemplazando en la

integral inde�nida obtenemos que

∫
1

(x+ 1) ln(x+ 1)
dx =

∫
1

u
du = ln |u|+ C = ln | ln(x+ 1)|+ C.

En 
onse
uen
ia,

∫ 1

0

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
dx = ĺım

t→0+

∫ 1

0

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
dx

= ĺım
t→0+

ln | ln(x+ 1)|
]1

t

= ln | ln(2)| − ĺım
t→0+

ln | ln(t+ 1)|

= ln | ln(2)| − (−∞) = ∞.

Por lo tanto, la integral impropia

∫ 1

0

1

(x+ 1) ln(x+ 1)
dx es divergente.

b) La integral

∫ 3

1

1

(x− 2)
4
3

dx

es impropia pues ĺım
x→2

1

(x− 2)4/3
= ∞. Ahora,

∫
1

(x− 2)
4
3

dx =

∫

(x− 2)−
4
3 dx = −3(x− 2)−

1
3 + C.

Enton
es tenemos que,

∫ 3

1

1

(x − 2)
4
3

dx =

∫ 2

1

1

(x− 2)
4
3

dx+

∫ 3

2

1

(x− 2)
4
3

dx.

Pero la integral impropia

∫ 2

1

1

(x− 2)
4
3

dx

es divergente (½verifíquelo!), luego la integral

∫ 3

1

1

(x− 2)
4
3

dx es divergente.

c) La integral

∫ 1

0

senx

x
dx no es impropia. (¾Por qué? ).
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Ejer
i
ios

En 
ada uno de los problemas determine la 
onvergen
ia o divergen
ia de la integral

impropia 
orrespondiente.

1.

∫ ∞

0

z2e−2z dz. 2.

∫ e

1

1

y2 − 1
dy. 3.

∫ ∞

0

e−y2

dy.

4.

∫ 1

0+

ln(x)√
x

dx. 5.

∫ ∞

0

z√
z4 + 1

dz. 6.

∫ ∞

e

1

y2 − 1
dy.

7.

∫ 1−

0+

ln(z)

1− z
dz. 8.

∫ 2

1

1
6
√
y − 1

dy.
9.

∫ 1−

0+

1√
w ln(w)

dw.

10.

∫ ∞

0

1
3
√
ex

dx. 11.

∫ ∞

0

1√
z3 + 1

dz.
12.

∫ ∞

0

e−
√
y

√
y

dy.

13.

∫ 1−

0+

1

v(ln(v))r
dv. 14.

∫ ∞

0

1− s2

(s2 + 1)2
ds.

3.2. Su
esiones numéri
as

Defini
ión 3.14 (Su
esión). Llamaremos su
esión numéri
a a la imagen de una

fun
ión

f : N → R

n → f(n) = an.

El número f(n) = an se denomina n-ésimo término de la su
esión y la su
esión se

puede representar por a1, a2, a3, · · · , an, · · · . En adelante denotaremos las su
esiones

por (an)n∈N.

Ejemplos 3.15. Consideremos las siguientes su
esiones (an)n∈N.

1.- 1, 2, 3, 4, 5, · · · . En este 
aso, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 4. Por lo tanto an = n.

No es difí
il 
onven
erse de que la su
esión (an)n∈N está tendiendo a in�nito 
uando

n tiende a in�nito. Abusando de la nota
ión para límite de fun
iones estudiado en el


urso de Cál
ulo I, podemos expresar lo anterior es
ribiendo

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

n = ∞.
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2.- f(n) =
n

n+ 2
= an. En este 
aso, a1 = 1

3 , a2 = 2
4 , a3 = 3

5 , a4 = 4
6 ,

a5 = 5
7 , · · · . Es 
laro en este ejemplo que

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

n

n+ 2
= 1.

3.- an =
2n3 + 1

5n3 + 3n+ 2
. En este 
aso, utilizando la Regla de L'H�pital se ve que

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

2n3 + 1

5n3 + 3n+ 2
=

2

5
.

4.- an =
3
√
n2 + n+ 1

2
√
2n2 + 3n+ 2

. De nuevo, utilizando la Regla de L'H�pital 
on
luimos que

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

3
√
n2 + n+ 1

2
√
4n2 + 3n+ 2

= 0.

Otra manera de veri�
ar el anterior límite 
onsiste en analizar el 
omportamiento de

la fra

ión en in�nito. Es de
ir,

3
√
n2 + n+ 1

2
√
4n2 + 3n+ 2

≈

3
√
n2

2
√
4n2

=
n

2
3

2n
=

1

2n
1
3

→ 0.

5.- Sea (an)n∈N dada por 1,− 1
2 ,

1
3 ,− 1

4 ,
1
5 ,− 1

6 ,
1
7 ,− 1

8 , · · · . Esta su
esión os
ila

alrededor del valor 
ero. En este 
aso se observa que an = (−1)n+1

n . Más aún,

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

(−1)n+1

n
= 0.

6.- Sea (an)n∈N dada por

−1,
1

2
,−1,

1

3
,−1,

1

4
,−1,

1

5
,−1,

1

6
,−1,

1

7
,−1,

1

8
, · · · .

Esta su
esión os
ila alrededor de los valores 
ero y −1. Por lo tanto, por la uni
idad

de los límites se 
on
luye que el límite ĺım
n→∞

an no existe.

Defini
ión 3.16 (Su
esión 
onvergente). Diremos que la su
esión numéri
a

(an)n∈N es 
onvergente, si el límite ĺım
n→∞

an existe. En 
aso 
ontrario, diremos que

la su
esión numéri
a (an)n∈N es divergente.

Ejemplos 3.17. Consideremos las siguientes su
esiones (an)n∈N.

1.- 1, 2, 3, 4, 5, · · · . Dado que ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

n = ∞, enton
es la su
esión es

divergente.

2.- an =
n

n+ 2
. Como ĺım

n→∞
an = ĺım

n→∞

n

n+ 2
= 1, enton
es la su
esión an =

n

n+ 2

onverge a 1.
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3.- an =
n2 + n+ 1

en
+ 2. Utilizando la Regla de L'H�pital 
on
luimos que

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

n2 + n+ 1

en
= ĺım

n→∞

2n+ 1

en
= ĺım

n→∞

2

en
= 0.

Por lo tanto, ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

(n2 + n+ 1

en
+ 2

)

= 2. Enton
es, la su
esión

an =
n2 + n+ 1

en
+ 2 
onverge a 2.

4.- Sea (an)n∈N la su
esión dada por

−1, 0, 1, −1, 0, 1, −1, 0, 1, −1, 0, 1, −1, 0, · · · .

Esta su
esión os
ila alrededor de −1, 0 y 1. Por lo tanto, por la uni
idad de los límites

se 
on
luye que ĺım
n→∞

an no existe y en 
onse
uen
ia la su
esión es divergente.

Defini
ión 3.18 (Su
esión monótona). Diremos que la su
esión (an)n∈N es


re
iente, si para 
ada n ∈ N, se tiene que an+1 ≥ an.

En términos de la fun
ión f : N → R dada por f(n) = an, la su
esión (an)n∈N es


re
iente si y sólo si f es una fun
ión 
re
iente (ver Figuras 3.2.1 y 3.2.2).

Diremos que la su
esión (an)n∈N es de
re
iente, si para 
ada n ∈ N, se tiene que

an+1 ≤ an.

En términos de la fun
ión f : N → R dada por f(n) = an, la su
esión (an)n∈N es

de
re
iente si y sólo si f es una fun
ión de
re
iente (ver Figuras 3.2.3 y 3.2.4).

Diremos que una su
esión es monótona, si es una su
esión 
re
iente o una su
esión

de
re
iente.

b b b b b b
a1 a2 a3 a4a5

· · · an

Figura 3.2.1: Su
esión 
re
iente.

x

f(x)

| | | | | | | |

+

+

+

+
+
+
+

b

b

b

b
b

b
b

1 2 3 4 5 6 · · · n

a1

a2

a3

a4

a5

a6

an

Figura 3.2.2: Su
esión vista 
omo fun
ión.
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b b b b b b b
a1a2a3a4a5

· · ·an· · ·

Figura 3.2.3: Su
esión de
re
iente.

x

f(x)

| | | | | | | |

+
+
+
+

+

+

+

b
b

b

b

b

b

b

1 2 3 4 5 6 · · · n

a1

a2

a3

a4

a5

a6

an

Figura 3.2.4: Su
esión vista 
omo fun
ión.

Observa
ión 3.19. Sean f es una fun
ión diferen
iable para x ≥ 1 y sea (an)n la

su
esión de�nida 
omo an = f(n). Enton
es

a. Si f es 
re
iente para x ≥ n0 (f ′(x) ≥ 0 ), enton
es la su
esión (an)n es 
re
iente

para n ≥ n0.

b. Si f es de
re
iente para x ≥ n0 (f ′(x) ≤ 0 ), enton
es la su
esión (an)n es

de
re
iente para n ≥ n0.

Ejemplos 3.20. Determinar si las su
esiones dadas son 
re
ientes o de
re
ientes.

1.- Sea (an)n∈N la su
esión dada por

−1, 0, 1, −1, 0, 1, −1, 0, 1, −1, 0, 1, −1, 0, · · · .

Enton
es (an)n∈N no es monótona (ni 
re
e, ni de
re
e).

2.- f(n) =
2n

n2 + 1
, n ∈ N. Para determinar si (f(n))n∈N es una su
esión monótona

vamos a 
al
ular f ′(x) y estudiar su signo.

f ′(x) =
2x(x2 + 1)− 2x(2x)

(x2 + 1)2
=

2(x2 − 1)

(x2 + 1)2
≤ 0 (x2 ≥ 1).

Por lo tanto, la su
esión

(
2n

n2 + 1

)

n

es de
re
iente ha
ia 
ero pues

ĺım
n→∞

2n

n2 + 1
= 0.
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3.- g(n) = n2 ln(n), n ∈ N. Para determinar si (g(n))n∈N es una su
esión monótona

vamos a 
al
ular g′(x) y estudiar su signo.

g′(x) = 2x ln(x) +
x2

x
= x(2 ln(x) + 1) ≥ 0, x ≥ 1.

Por lo tanto, la su
esión (n ln(n))n es 
re
iente. En este 
aso, la su
esión 
re
e a

in�nito pues

ĺım
n→∞

n ln(n) = ∞.

4.- h(n) =
ln(n)

n3
, n ∈ N. Para determinar si (h(n))n∈N es una su
esión monótona

vamos a 
al
ular h′(x) y estudiar su signo.

h′(x) =
x2 − 3x2 ln(x)

x6
=

1− 3 ln(x)

x4
≤ 0, x ≥ 2.

Por lo tanto, la su
esión

(
ln(n)

n3

)

n

es de
re
iente. En este 
aso, la su
esión de
re
e a


ero pues

ĺım
n→∞

ln(n)

n3
= 0.

Observa
ión 3.21 (Sobre la 
onvergen
ia de su
esiones monótonas). Si (an)n

es una su
esión 
re
iente, enton
es intuitivamente existen sólo dos op
iones para el


omportamiento de ésta 
uando n → ∞. La primera es que la su
esión 
rez
a sin

estar a
otada superiormente. Es de
ir, dado M > 0, existe n ∈ N tal que an ≥ M .

En este 
aso se tiene que

ĺım
n→∞

an = ∞.

La otra op
ión es que la su
esión esté a
otada superiormente. Es de
ir, an ≤ M para

todo n ∈ N. En este 
aso, es razonable pensar que la su
esión es 
onvergente. Esto es,

existe L ∈ R tal que

ĺım
n→∞

an = L.

De forma análoga, si (an)n es una su
esión de
re
iente, enton
es existen dos op
iones.

La primera es que la su
esión de
rez
a sin estar a
otada inferiormente. Es de
ir, dado

M < 0, existe n ∈ N tal que an ≤ M . En este 
aso se tiene que

ĺım
n→∞

an = −∞.

La otra op
ión es que la su
esión esté a
otada inferiormente. Es de
ir, an ≥ M para

todo n ∈ N. En este 
aso, es plausible 
reer que la su
esión es 
onvergente. Esto es,

existe L ∈ R tal que

ĺım
n→∞

an = L.
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Estas situa
iones relativas sólo a su
esiones monótonas son pre
isadas en uno de

los axiomas más importantes de los números reales 
ono
ido 
omo el Prin
ipio de

Completez.

Prin
ipio de Completez.

El Prin
ipio de Completez de los números reales estable
e que toda su
esión (an)n

monótona a
otada (|an| ≤ M , para todo n ≥ 1) es 
onvergente. Más 
on
retamente,

si (an)n es una su
esión 
re
iente a
otada superiormente (an ≤ M , para todo n ≥ 1)

enton
es ĺım
n→∞

an existe (
onvergente). De forma análoga, si (an)n es una su
esión

de
re
iente a
otada inferiormente (an ≥ M , para todo n ≥ 1) enton
es ĺım
n→∞

an existe

(
onvergente).

Ejemplo 3.22. Consideremos la su
esión de�nida de manera re
ursiva. Sea a1 = 2

y an+1 =
2an

an + 1
. Primero observemos tomando algunos términos que an ≥ 1 para

n ≥ 1. En efe
to,

a2 =
4

3
, a3 =

8

7
, a4 =

16

15
, a5 =

32

31
, a6 =

64

63
, · · · .

Además, an+1 − 1 =
an − 1

an + 1
. Esto signi�
a que si an ≥ 1, enton
es an+1 ≥ 1. Dado

que el primer término es positivo, enton
es an ≥ 1 para n ≥ 1 (Prin
ipio de

Indu

ión Matemáti
a). Veamos que (an)n es de
re
iente. Para ello veri�quemos que

an+1 − an ≤ 0. La 
on
lusión se sigue de que an ≥ 1 y del siguiente estimativo

an+1 − an =
2an

an + 1
− an =

an − a2n
an + 1

=
an(1 − an)

an + 1
≤ 0.

Dado que la su
esión es de
re
iente y a
otada inferiormente, enton
es del Prin
ipio

de Completez se 
on
luye que (an)n es 
onvergente. Es de
ir, ĺım
n→∞

an = α. En


onse
uen
ia, de la de�ni
ión de la su
esión se tiene que

ĺım
n→∞

an+1 = ĺım
n→∞

(
2an

an + 1

)

⇔ α =
2α

α+ 1
⇔ 1 =

2

α+ 1
⇔ α = 1.

En otras palabras, ĺım
n→∞

an = 1.
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Ejer
i
ios

1.- Determine la 
onvergen
ia de 
ada una de las su
esiones dadas 
al
ulando el límite,

si existe. En los ejer
i
ios 3, 4 y 5, en
uentre el término n-ésimo an. Diga 
uales son


re
ientes o de
re
ientes.

a) 1, −1, −1, 1, −1, −1, 1, · · · . 1
1

b) −1,
2

3
, −3

5
,
4

7
, −5

9
, · · · .


) 1, −1

2
, −1

3
,
1

4
,
1

5
, −1

6
, −1

7
, · · · . d) 1,

1

1− 1
2

,
1

2− 1
2

,
1

3− 1
3

,
1

4− 1
4

, · · · .

e) 1,
1

1− 1
2

,
1

1− 2
3

,
1

1− 3
4

,
1

1− 4
5

, · · · .
f) an =

3
√
n2 + 2n+ 3√

4n3 + 2n2 + 3
.

g) bn =

(
1

n+ 1

)1/n2

.

h) an =
cos(nπ)

2n+ 1
.

i) bn =

(
n+ 1

n+ 2

)n

.
j) an =

ln(2n2 + 1)

n4
.

k) an =

(

1 +
2

n2

)3/n

.

l) bn =

(
n2 + 1

n2 + 2

)n2

.

2.- Considere las siguientes su
esiones de�nidas de forma re
ursiva. En
uentre los

primeros 10 términos. Si es posible determine el límite. Muestre que las su
esiones

son monótonas. Suponga la 
onvergen
ia de 
ada una de las su
esiones y 
al
ule el

límite.

a) a1 = 1, an+1 = 1 +
an
2
.

b) b1 = 2, bn+1 =
bn
2

+
1

bn
.


) u1 =
√
3, u2

n+1 = un + 3. d) a1 =
√
k, a2n+1 = k + an, k > 1.

3.3. Series numéri
as

La paradoja de Zenón. Un 
orredor desea ir de una 
iudad ubi
ada en el punto

A hasta otra 
iudad ubi
ada en el punto B, ha
iéndolo a una velo
idad 
onstante.

Notemos que para 
ubrir la distan
ia entre las 
iudades, el 
orredor debe primero

re
orrer la mitad del traye
to. Más aún, para arribar al punto B debe primero re
orrer

la mitad de la mitad restante, y así su
esivamente. Dado que la distan
ia es �nita y
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el 
orredor lleva una velo
idad 
onstante, enton
es debe arribar al punto B, en un

tiempo �nito. Sin embargo, aparentemente el 
orredor nun
a al
anzará el punto B

dado que siempre debe re
orrer la mitad de 
ierta distan
ia (Paradoja de Zenón).

Con el �n de interpretar matemáti
amente esta situa
ión es ne
esario 
omprender

que existe un pro
eso de límite aso
iado 
on di
ha paradoja. Supongamos que la

distan
ia entre A y B es 1. (|AB| = 1).

b b b b bbc bc

1

2

1

4

1

8

1

16A B

Figura 3.3.1: Representa
ión grá�
a de la paradoja de Zenón.

Si �sumamos� todas las mitades que el 
orredor debe re
orrer el resultado �nal debe

ser S = 1. Es de
ir,

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·+ · · · = 1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · ·+ 1

2n
+ · · · = 1.

Para interpretar 
orre
tamente la anterior �suma in�nita� , de�namos la siguiente

su
esión de números reales.

S1 =
1

2

S2 =
1

2
+

1

22

S3 =
1

2
+

1

22
+

1

23

.

.

.

Sn =
1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · · ·+ 1

2n
(n-ésima suma par
ial).

Con el �n de determinar el límite de la su
esión (Sn)n reali
emos el siguiente 
ál
ulo

Sn − 1

2
Sn =

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
− 1

2

(
1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · ·+ 1

2n

)

1

2
Sn =

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
−
(

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
+

1

2n+1

)

1

2
Sn =

1

2
− 1

2n+1
=

1

2

(

1− 1

2n

)

.
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En otras palabras, Sn = 1 − 1

2n
. Más aún, si denotamos 
on S al límite ĺım

n→∞
Sn,

tendremos que

S = ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

(

1− 1

2n

)

= 1− ĺım
n→∞

1

2n
= 1, pues ĺım

n→∞

1

2n
= 0.

Este he
ho nos permite interpretar la �suma in�nita�

1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · · ·+ 1

2n
+ · · · = 1


omo equivalente al límite

S = ĺım
n→∞

Sn = 1.

Defini
ión 3.23 (Serie in�nita). Dada una su
esión de números reales (an)n,

llamaremos serie in�nita aso
iada 
on (an)n a la su
esión (Sn)n de�nida 
omo,

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

(Sn)n se 
ono
e 
omo su
esión de sumas par
iales. En adelante denotaremos la serie

in�nita aso
iada 
on (an)n por

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞∑

n=1

an =
∑

an.

Diremos que la serie in�nita

∑
an es 
onvergente 
on suma S si y sólo si ĺım

n→∞
Sn = S.

Si ĺım
n→∞

Sn no existe, diremos que la serie

∑
an es divergente.

Ejemplos 3.24. 1.- De a
uerdo 
on la dis
usión ini
ial, la serie

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·


onverge 
on suma S = 1 dado que

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

(

1− 1

2n

)

= 1.

2.- Consideremos la serie aso
iada 
on la su
esión (n)n. Esto es, la serie

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n+ · · · .

Vamos a ver que esta serie es divergente. En efe
to, la n-ésima suma par
ial Sn viene

dada por Sn = 1 + 2 + 4 + 5 + · · ·+ n y además

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

(1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n) = ĺım
n→∞

n(n+ 1)

2
= ∞.

3.- Consideremos la serie aso
iada 
on la su
esión

1, −1, 1, −1, 1, −1, · · · .
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En este 
aso la serie se puede es
ribir 
omo

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · ·+ 1− 1 + · · · .

Re
ordemos que para estudiar la 
onvergen
ia o divergen
ia de una serie tenemos que

estudiar la 
onvergen
ia o divergen
ia de la su
esión de sumas par
iales (Sn)n. En

este 
aso tenemos que

S1 = 1, S2 = 0, S3 = 1− 1 + 1 = 1, S4 = 0, · · · .

Es de
ir, Sn = 0 para n par y Sn = 1 para n impar. Por lo tanto, ĺım
n→∞

Sn no existe,

y en 
onse
uen
ia, la serie dada diverge.

4.- Consideremos la serie aso
iada 
on la su
esión

1, 0, −1, 1, 0, −1, 1, 0, −1, · · · ,

lo que es equivalente a la serie

1 + 0− 1 + 1 + 0− 1 + 1 + 0− 1 + 1 + 0− 1 + · · ·+ 1 + 0− 1 + · · · .

Estudiemos la 
onvergen
ia o divergen
ia de la su
esión de sumas par
iales (Sn)n. En

este 
aso tenemos que

S1 = 1, S2 = 1 + 0 = 1, S3 = 1+ 0− 1 = 0, S4 = 1, S5 = 1, S6 = 0, · · · .

Es 
laro que ĺım
n→∞

Sn no existe, y en 
onse
uen
ia la serie es divergente.

5.- Serie geométri
a.

Abordaremos ahora el análisis de la 
onvergen
ia o divergen
ia de una de las series

más importantes en este 
urso, denominada serie geométri
a.

Llamaremos serie geométri
a de razón r a la serie in�nita de�nida 
omo

1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn + · · · =
∞∑

n=0

rn

Vamos a estable
er para r ∈ R que la serie geométri
a

∞∑

n=0

rn


onverge si y sólo si |r| < 1.

La primera observa
ión es que para r = 1 la serie geométri
a

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + · · ·
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es divergente. En efe
to,

S1 = 1, S2 = 1 + 1 = 2, S3 = 1 + 1 + 1 = 3, · · · , Sn = (1 + 1 + · · ·+ 1) = n.

Como observamos en uno de los ejemplos anteriores, ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

n = ∞.

Veamos ahora para r = −1 que la serie geométri
a

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · ·

también es divergente. En este 
aso,

S1 = 1, S2 = 1− 1 = 0, S3 = 1− 1 + 1 = 1, S4 = 0, S5 = 1, S6 = 0, · · · .

De nuevo 
omo observamos en uno de los ejemplos, ĺım
n→∞

Sn no existe.

Supongamos que r 6= 1. Enton
es observemos que

Sn = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn−1

rSn = r(1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn−1) = r + r2 + r3 + · · ·+ rn.

Por lo tanto tenemos que

Sn − rSn = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn−1 − (r + r2 + r3 + · · ·+ rn)

(1 − r)Sn = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn−1 − r − r2 − r3 − · · · − rn

(1 − r)Sn = 1− rn.

En otras palabras,

Sn =
1− rn

1− r
.

Como sabemos del 
urso de Cál
ulo I,

ĺım
n→∞

rn =







0, |r| < 1,

∞, r > 1,

no existe, r < −1.

Por lo tanto, para r ∈ R, ĺım
n→∞

Sn existe si y solo si |r| < 1. Más aún,

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

(
1− rn+1

1− r

)

=
1

1− r
, |r| < 1.

En resumen, la serie geométri
a de razón r 
onverge si y sólo si |r| < 1. Más aún,

1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn + · · · =
∞∑

n=0

rn =
1

1− r
, |r| < 1.

Resta de
ir que la serie geométri
a de razón r diverge si y sólo si |r| ≥ 1.
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Observemos que si la serie geométri
a ini
ia 
on n = 1, enton
es la suma se obtiene

de la siguiente forma:

∞∑

n=1

rn = r + r2 + r3 + · · ·+ rn + · · · = r(1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn + · · · )

= r

∞∑

n=0

rn =
r

1− r
, |r| < 1.

Así que las series

∑
(
1

3

)n

y

∑
(

−4

7

)n

son 
onvergentes. De forma similar se tiene

que las series siguientes

∑
(
5

3

)n

y

∑
(

−π

2

)n

son divergentes.

6.- Serie Teles
ópi
a

Diremos que la serie

∞∑

n=1
an es una serie teles
ópi
a 
uando el término n-ésimo an

tiene la forma an = bn − bn+1. Se puede ver dire
tamente que la 
onvergen
ia de una

serie teles
ópi
a depende de la 
onvergen
ia de la su
esión bn. En efe
to, 
onsideremos

la su
esión de sumas par
iales (Sn)n,

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an = (b1 − b2) + (b2 − b3) + · · ·+ (bn − bn+1) = (b1 − bn+1).

Por lo tanto, la serie teles
ópi
a

∞∑

n=1
(bn−bn+1) 
onverge si y sólo si ĺım

n→∞
bn = B. Más

aún,

∞∑

n=1

(bn − bn+1) = ĺım
n→∞

Sn = b1 − ĺım
n→∞

bn+1 = b1 −B.

Para ejempli�
ar lo anterior 
onsideremos las siguientes series

∞∑

n=1

1

4n2 − 1
y

∞∑

n=1

[

n1/3 − (n+ 1)1/3
]

.

En el primer 
aso, utilizando fra

iones par
iales tenemos que la serie es teles
ópi
a.

En efe
to,

1

4n2 − 1
=

1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

1

2

[
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

]

=
1

2
(bn − bn+1),

donde bn =
1

2n− 1
. Por lo tanto,

∞∑

n=1

1

4n2 − 1
=

1

2

∞∑

n=1

[
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

]

=
1

2

[

1− ĺım
n→∞

1

2n+ 1

]

=
1

2
.



170 3. FORMAS INDETERMINADAS Y SERIES

En el segundo 
aso, dado que ĺım
n→∞

n1/3 = ∞, enton
es la serie teles
ópi
a

∞∑

n=1

[

n1/3 − (n+ 1)1/3
]

es divergente.

3.3.1. Propiedades algebrai
as de las series. Re
ordemos que la 
onvergen
ia

y divergen
ia de una serie se de�nen a través de la 
onvergen
ia y divergen
ia de la

su
esión de sumas par
iales aso
iadas a la serie dada. De otro lado, sabemos que una

su
esión (an)n de número reales se puede pensar 
omo una fun
ión f : N → R, donde

f(n) = an. Por lo tanto, es posible sumar series y multipli
ar series por es
alares.

Más aún,

Teorema 3.25 (Álgebra de series).

1.- Linealidad. Si las series

∑
an y

∑
bn son 
onvergentes 
on sumas A y B

respe
tivamente, enton
es para 
ada es
alar real α, la serie

∑
(an + αbn) es


onvergente y tiene suma

∑

(an + αbn) = A+ αB.

2.- Convergente + Divergente. Si la serie

∑
an es 
onvergente y la serie

∑
bn es

divergente, enton
es la serie

∑
(an + bn) es divergente.

3.- Divergente + Divergente. Si las series

∑
an y

∑
bn son divergentes, enton
es

la serie

∑
(an + bn) puede ser 
onvergente o divergente.

Demostra
ión. 1.- Supongamos que las series

∑
an y

∑
bn son 
onvergentes 
on

sumas A y B respe
tivamente. Enton
es, si Sn denota la su
esión de sumas par
iales

de la serie

∑
an y S̃n denota la su
esión de sumas par
iales de la serie

∑
bn, enton
es

ĺım
n→∞

Sn = A y ĺım
n→∞

S̃n = B.

Más aún, la su
esión de sumas par
iales de la serie

∑
(an + αbn) es Sn = Sn + αS̃n.

De la propiedad de linealidad de los límites tenemos que

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

Sn + αS̃n = A+ αB.

Es de
ir que la serie

∑
(an + αbn) es 
onvergente y tiene suma

∑

(an + αbn) = A+ αB.
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2.- Supongamos que la serie

∑
an es 
onvergente y la serie

∑
bn es divergente.

Supongamos que la serie

∑
(an+ bn) fuese 
onvergente. Enton
es por el 
aso anterior,

la serie

∑

[(an + bn)− an] =
∑

bn

seria 
onvergente. Pero por hipótesis sabemos que la serie

∑
bn es divergente. Esto

es una 
ontradi

ión. En otras palabras, lo supuesto es falso. En 
onse
uen
ia la

serie

∑
(an + bn) ½debe ser divergente!

3.- Note que si la serie

∑
an es divergente, enton
es la serie

∑
(an − an) siempre

es 
onvergente pues da la ½serie nula! Note también, que la serie

∑
an +

∑
an es

divergente.

Ejemplos 3.26. 1.- La serie

∑
[

3

(
2

3

)n

− 4

(
5

7

)n]

,

es 
onvergente pues las series

∑(
2
3

)n
y

∑(
5
7

)n
son 
onvergentes dado que son

series geométri
as 
on razón menor que 1.

2.- La serie

∑
[

3

(
4

9

)n

− 4n

]

,

es divergente pues es la suma de la serie geométri
a 
onvergente

∑
3

(
4

9

)n

y la

serie divergente

∑
4n (ver ejemplo arriba).

Ejer
i
ios

Veri�que las igualdades indi
adas.

1.

∞∑

n=0

(
1

4n
+

(

−2

5

)n)

=
43

21
. 2.

∞∑

n=0

(
1

2n
+

(
3

5

)n)

=
9

2
.

3.

∞∑

n=1

1

(n+ 2)(n+ 3)
=

1

3
. 4.

∞∑

n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
= 1.

5.

∞∑

n=1

(
1

5
√
2n+ 1

− 1
5
√
2n+ 3

)

=
1
5
√
3
.
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3.3.2. Criterio de la divergen
ia. Re
ordemos que la serie

∑
an 
onverge a la

suma S si y sólo si

ĺım
n→∞

Sn = S,

donde (Sn)n es la su
esión de sumas par
iales. Enton
es intuitivamente es ne
esario

que el término n-ésimo an de la serie 
ada vez sea más pequeño. En otras palabras,

an 
ada vez debe �sumar menos� para que la serie pueda 
onverger. Este he
ho se

puede apre
iar en el siguiente resultado.

Teorema 3.27. Si la serie

∑
an 
onverge, enton
es ĺım

n→∞
an = 0.

Demostra
ión. Por hipótesis tenemos ĺım
n→∞

Sn = S. Además,

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an = Sn−1 + an.

Es de
ir, an = Sn − Sn−1. En 
onse
uen
ia,

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

(Sn − Sn−1) = ĺım
n→∞

Sn − ĺım
n→∞

Sn−1 = S − S = 0. �

Este importante resultado tiene una 
onse
uen
ia relevante en el análisis de la

divergen
ia de una serie pues la proposi
ión P ⇒ Q es equivalente a la proposi
ión

∼ Q ⇒∼ P , donde ∼ R signi�
a la nega
ión de la proposi
ión R. En palabras, �P

impli
a Q es equivalente a que la nega
ión de Q impli
a la nega
ión de P �. Utilizando

este he
ho se tiene el siguiente resultado 
ono
ido 
omo 
riterio de la divergen
ia.

Corolario 3.28 (Criterio de la divergen
ia). Si ĺım
n→∞

an 6= 0 o si ĺım
n→∞

an no

existe, enton
es la serie

∑
an diverge.

Ejemplos 3.29. 1.- Consideremos la serie

∑ n3

2n3 + 2n2 + 1
.

Dado que ĺım
n→∞

n3

2n3 + 2n2 + 1
=

1

2
, enton
es la serie diverge 
omo 
onse
uen
ia del


riterio de la divergen
ia.

2.- Consideremos la serie

∑
(−1)n

(

1 +
1

n2

)

.

En este 
aso, ĺım
n→∞

(−1)n
(

1 +
1

n2

)

no existe pues el posible valor del límite os
ila

entre 1 y −1 (¾por qué?). De nuevo, la serie diverge 
omo 
onse
uen
ia del 
riterio

de la divergen
ia.



3.3. SERIES NUMÉRICAS 173

Observa
ión 3.30. Existen series

∑
an 
onvergentes y divergentes para las 
uales

ĺım
n→∞

an = 0.

Por lo tanto en este 
aso no se puede 
on
luir nada sobre la 
onvergen
ia o

divergen
ia de la serie

∑
an.

Vamos a ilustrar lo anterior 
on los siguientes ejemplos:

1.- La serie

∑ 1

n
es divergente y ĺım

n→∞

1

n
= 0.

2.- La serie

∑ 1

n2
es 
onvergente y por lo tanto, ĺım

n→∞

1

n2
= 0.

A 
ontinua
ión vamos a veri�
ar las a�rma
iones sobre divergen
ia y 
onvergen
ia de

las series

∑ 1

n
y

∑ 1

n2
.

Ini
iamos 
onsiderando el 
aso de la serie

∑ 1

n
, denominada serie armóni
a. El

análisis que realizaremos se basa en la 
ompara
ión de la n-ésima suma par
ial Sn


on la integral impropia aso
iada 
on la fun
ión f(x) =
1

x
, x ≥ 1. Más 
on
retamente,

x

y

| | | | | | |

1

1

2

1/2

3

1/3

4
. . .

n+ 1

1/n

n

y =
1

x

Figura 3.3.2: Grá�
a de y =
1

x
para x ≥ 1.

Sn =
n∑

k=1

1

k

= 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

≥
∫ n+1

1

1

x
dx

= ln(x)
∣
∣
∣

n+1

1

= ln(n+ 1).

Por lo tanto, ĺım
n→∞

Sn ≥ ĺım
n→∞

ln(n+1) = ∞, y en 
onse
uen
ia la serie armóni
a

∑ 1

n
diverge.

Consideremos ahora la serie

∑ 1

n2
, denominada serie 2-Serie. Efe
tuando un análisis

similar al 
aso de la serie armóni
a en
ontramos que
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x

y

| | | | | |

1

1

2

1/4

3

1/9

. . .
n− 1

1/n2

n

y =
1

x2

Figura 3.3.3: Grá�
a de y =
1

x2

on x ≥ 1.

Sn =

n∑

k=1

1

k2

= 1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

n2

≤ 1 +

∫ n

1

1

x2
dx

= 1−
[
1

x

]n

1

= 2− 1

n
.

En este 
aso, tomando límite 
uando n tiende a in�nito, se tendrá que ĺım
n→∞

Sn ≤ 2.

Además, la su
esión (Sn)n es 
re
iente pues los términos son positivos. Para 
on
luir

la 
onvergen
ia de (Sn)n debemos re
ordar el siguiente resultado que es 
onse
uen
ia

del Prin
ipio de Completez de los números reales.

Una su
esión 
re
iente (vn)n es 
onvergente si y sólo si está a
otada superiormente.

Es de
ir, si existe un número real M tal que vn ≤ M , para todo n ≥ 1.

Puesto que la su
esión (Sn) es 
re
iente y a
otada, enton
es 
onverge. En otras

palabras, la 2-serie

∑ 1

n2
es 
onvergente.

Es importante señalar que el método utilizado para determinar la 
onvergen
ia y

divergen
ia de las series en los 
asos anteriores se denomina 
riterio de la integral, y

será objeto de estudio más adelante.

En parti
ular, hemos observado que:

1.- la 
onvergen
ia de la integral impropia

∫ ∞

1

1

x2
dx impli
a la 
onvergen
ia de la

2-serie

∑ 1

n2
. Además,

2.- la divergen
ia de la integral impropia

∫ ∞

1

1

x
dx impli
a la divergen
ia de la 1-serie

∑ 1

n
(serie armóni
a).
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3.3.3. Serie de términos positivos. En adelante 
onsideraremos series

∑
an 
on

an ≥ 0. En este 
aso la su
esión de sumas par
iales (Sn)n es 
re
iente pues

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an = Sn−1 + an ≥ Sn−1 (an ≥ 0).

En 
onse
uen
ia, dado que la su
esión (Sn)n es 
re
iente, enton
es el Prin
ipio

de Completez impli
a que la 
onvergen
ia de la su
esión (Sn)n es equivalente a

que exista M tal que Sn ≤ M , para todo n ≥ 1 (la su
esión (Sn)n está a
otada

superiormente). Esto lo podemos resumir en el siguiente resultado.

Teorema 3.31. Supongamos que an ≥ 0 para todo n ≥ 1. Enton
es, La serie de

términos positivos

∑
an 
onverge si y sólo si la su
esión de sumas par
iales (Sn)n

está a
otada superiormente. Equivalentemente, La serie de términos positivos

∑
an

diverge si y sólo si la su
esión de sumas par
iales (Sn)n es tal que ĺım
n→∞

Sn = ∞.

Ejemplo 3.32. Mostrar que la serie

∞∑

n=1

1

n!

onverge. Dado que la serie es de términos

positivos tenemos que ver si la su
esión de sumas par
iales (Sn)n está a
otada

superiormente.

Sn =
n∑

k=1

1

k!
=

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!

=
1

1
+

1

2
+

1

2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + · · ·+ 1

2 · 3 · 4 · · ·n
≤ 1

1
+

1

2
+

1

2 · 2 +
1

2 · 2 · 2 + · · ·+ 1

2 · 2 · 2 · · · 2
≤ 1

1
+

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n−1

≤
n−1∑

k=0

(
1

2

)k

≤
∞∑

k=0

(
1

2

)k

=
1

1− 1
2

= 2.

Es de
ir, Sn ≤ 2 para 
ada n ≥ 1. Por lo tanto la serie

∞∑

n=1

1

n!

onverge.

3.3.4. Criterio de la integral. Como vimos, la divergen
ia de la serie

∞∑

n=1

1

n
fue


onse
uen
ia de la divergen
ia de la integral impropia

∫ ∞

1

1

x
dx. De otro lado, la


onvergen
ia de la serie

∞∑

n=1

1

n2
fue obtenida de la 
onvergen
ia de la integral impropia
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∫ ∞

1

1

x2
dx. En general, vamos a estable
er que bajo 
iertas 
ondi
iones sobre una

fun
ión 
ontinua y positiva f : [1,∞) → R se tiene que

∞∑

n=1

f(n) 
onverge (diverge) ⇐⇒
∫ ∞

1

f(x) dx 
onverge (diverge).

Más 
on
retamente,

Teorema 3.33. Sea f : [1,∞) → R una fun
ión 
ontinua, positiva y de
re
iente tal

que

ĺım
t→∞

f(t) = 0.

La serie

∞∑

n=1

f(n) 
onverge (diverge) si y sólo si la integral impropia

∫ ∞

1

f(x) dx


onverge (diverge).

Demostra
ión. La demostra
ión 
onsiste en a
otar la n-ésima suma par
ial Sn por

arriba y por abajo en términos de la integral impropia aso
iada 
on f .

Consideremos primero la grá�
a de la fun
ión f sobre [a, b].

Enton
es, tomando los re
tángulos por en
ima de la grá�
a de y = f(x) (ver

Figura 3.3.4(a)) en
ontramos que

Sn = f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) ≥
∫ n+1

1

f(x) dx.

Considerando ahora re
tángulos por debajo de la grá�
a de y = f(x) (ver

Figura 3.3.4(b)) obtenemos que

f(2) + · · ·+ f(n) ≤
∫ n

1

f(x) dx.

Por lo tanto, 
on
luimos que

Sn = f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) ≤ f(1) +

∫ n

1

f(x) dx.

En otras palabras hemos mostrado que

∫ n+1

1

f(x) dx ≤ Sn ≤ f(1) +

∫ n

1

f(x) dx.

De esta desigualdad se 
on
luye que si la integral impropia

∫ ∞

1

f(x) dx 
onverge,

enton
es la su
esión de sumas par
iales (Sn)n está a
otada superiormente, y por

lo tanto 
onverge. Más aún, si (Sn) 
onverge, enton
es también lo ha
e la integral

impropia

∫ ∞

1

f(x) dx. �
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x

y

| | | | | | |

1

f(1)

2

f(2)

3

f(3)

4
. . .

n+ 1

f(n)

n

y = f(x)

x

y

| | | | | |

1

f(1)

2

f(2)

3

f(3)

. . .
n− 1

f(n)

n

y = f(x)

Figura 3.3.4: Grá�
a de y = f(x) 
on x ≥ 1. (a) Re
tángulos por en
ima. (b) Re
tángulos

por debajo.

Ejemplos 3.34. 1.- La p-serie
∞∑

n=1

1

np

onverge si y sólo si p > 1. Por lo tanto,

esta serie diverge si y sólo si p ≤ 1. Para determinar esto, 
onsideremos la fun
ión

f(x) =
1

xp
para x ≥ 1. Note que f es 
ontinua, positiva y de
re
iente. El 
aso p = 1


orresponde a la serie armóni
a que fue dis
utido 
on anterioridad. En este 
aso,

sabemos que la serie

∞∑

n=1

1

n
es divergente. Supongamos enton
es que p 6= 1. Por lo

tanto,

ĺım
b→∞

∫ b

1

1

xp
dx = ĺım

b→∞

1

(1− p)xp−1

∣
∣
∣
∣

b

1

= ĺım
n→∞

1

(1− p)

(
1

bp−1
− 1

)

=







1

1− p
, p > 1,

∞, p < 1.

Es de
ir,

∞∑

n=1

1

np

onverge⇐⇒

∫ ∞

1

1

xp
dx 
onverge⇐⇒ p > 1,

lo que ne
esariamente impli
a que

∞∑

n=1

1

np
diverge ⇐⇒

∫ ∞

1

1

xp
dx diverge⇐⇒ p ≤ 1.
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En parti
ular, las series

∑ 1√
n

y

∑ 1

n4/5
son divergentes y las series

∑ 1

n3
y

∑ 1

n6/5
son 
onvergentes.

2.- La serie

∞∑

n=2

1

n(lnn)p

onverge si y sólo si p > 1. La serie diverge si y sólo si p ≤ 1.

Para ver esto, 
onsideremos la fun
ión f(x) =
1

x(ln x)p
para x ≥ 2. Note que f es


ontinua, positiva y de
re
iente. Enton
es,

ĺım
b→∞

∫ b

2

1

x(ln x)p
dx = ĺım

b→∞







ln(ln(x))
∣
∣
∣

b

2
, p = 1,

1

(1− p)(lnx)p−1

∣
∣
∣

b

2
, p 6= 1.

=







∞, p ≤ 1
1

(1 − p)(ln 2)p−1
, p > 1.

Es de
ir,

∞∑

n=2

1

n(lnn)p

onverge ⇐⇒

∫ ∞

2

1

x(ln(x))p
dx 
onverge ⇐⇒ p > 1.

Equivalentemente tenemos que

∞∑

n=2

1

n(lnn)p
diverge ⇐⇒

∫ ∞

2

1

x(ln(x))p
dx diverge ⇐⇒ p ≤ 1.

3.- Consideremos la serie

∞∑

n=0

3

(n2 + 1)(n2 + 4)
. Vamos a determinar la 
onvergen
ia

de la integral impropia

∫ ∞

0

3

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx. Utilizando fra

iones par
iales

tenemos que

3

(x2 + 1)(x2 + 4)
=

1

x2 + 1
− 1

x2 + 4
.

En 
onse
uen
ia,

∫ ∞

0

3

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx = ĺım

b→∞

∫ b

0

3

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

= ĺım
b→∞

∫ b

0

(
1

x2 + 1
− 1

x2 + 4

)

dx

= ĺım
b→∞

(

arctan(x)
∣
∣
∣

b

0
− 1

2
arctan

(x

2

) ∣
∣
∣

b

0

)

=
π

4
.
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Dado que

ĺım
b→∞

(

arctan(b)− 1

2
arctan

(
b

2

)

=
π

2
− 1

2

π

2

)

=
π

4
.

Esto impli
a que la serie

∞∑

n=0

3

(n2 + 1)(n2 + 4)

onverge.

Ejer
i
ios

Diga 
uales de las series dadas son 
onvergentes, expli
ando la razón.

1.

∞∑

n=0

(
1

3n
+

(

−3

5

)n)

. 2.

∞∑

n=0

(
1

4n
−
(
8

5

)n)

.

3.

∞∑

n=1

(
1

n2
+

2

n1/3

)

. 4.

∞∑

n=1

(
1

n4/5
+

2

n3/2

)

.

5.

∞∑

n=1

(
4

n3
− 5

4n

)

.

6.

∞∑

n=1

(
1

n4/3
− n2 + 1

3n2 + 5

)

.

7.

∞∑

n=1

(

1 +
1

n2

)n

.

3.3.5. Criterio de 
ompara
ión. Una estratégia efe
tiva que nos permite tener

una idea 
lara sobre la 
onvergen
ia o divergen
ia de una serie 
onsiste en analizar el


omportamiento del término an en in�nito, 
on el �n de efe
tuar una 
ompara
ión de

la serie ini
ial 
on una serie de la que 
ono
emos si es 
onvergente o divergente. Por

ejemplo, 
onsideremos la serie de términos positivos

∞∑

n=1

n2

2n3 + 1
.

Observemos que 
uando n tiende a in�nito,

n2

2n3 + 1
≈

n2

2n3
≈

1

2n
.

En otras palabras, los términos

n2

2n3 + 1
y

1

2n
son 
omparables en in�nito. Como


on
lusión de este he
ho, la serie

∞∑

n=1

n2

2n3 + 1
debe ser divergente puesto que la

serie armóni
a

∞∑

n=1

1

n
es divergente. Para veri�
ar esto, notemos que para n ≥ 1,

tenemos que 2n3 + 1 ≤ 2n3 + n3 = 3n3
. En 
onse
uen
ia, obtenemos que

1

2n3 + 1
≥ 1

3n3
⇐⇒ n2

2n3 + 1
≥ n2

3n3
=

1

3n
.
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Por lo tanto, 
omparando las su
esiones de sumas par
iales tenemos que

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

n∑

j=1

j2

2j3 + 1
≥ ĺım

n→∞

n∑

j=1

1

3j
= ĺım

n→∞

1

3

n∑

j=1

1

j
= ∞.

dado que la serie armóni
a

∞∑

n=1

1

n
es divergente. En 
on
lusión, la serie

∞∑

n=1

n2

2n3 + 1
también es divergente.

Consideremos ahora la serie de términos positivos

∞∑

n=1

n2

2n5 + n2 + 1
. Observemos que

en in�nito,

n2

2n5 + n2 + 1
≈

n2

2n5
≈

1

2n3
.

Así que los términos

n2

2n5 + n2 + 1
y

1

2n3
son 
omparables en in�nito. Por lo tanto,

es natural esperar que la serie

∞∑

n=1

n2

2n5 + n2 + 1
sea 
onvergente dado que la

3-serie

∞∑

n=1

1

n3
es 
onvergente. En efe
to, notemos que para n ≥ 1, tenemos que

n5 + n2 + 1 ≥ 2n5
. Más aún,

1

2n5 + n2 + 1
≤ 1

2n5
⇐⇒ n2

2n5 + n2 + 1
≤ n2

2n5
=

1

2n3
.

Por lo tanto, 
omparando las su
esiones de sumas par
iales tenemos que

ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

n∑

j=1

j2

2j5 + j2 + 1
≤ ĺım

n→∞

n∑

j=1

1

2j3
= ĺım

n→∞

1

2

n∑

j=1

1

j3
≤ M.

Dado que la 3-serie

∞∑

n=1

1

n3
es 
onvergente. Así podemos 
on
luir que la serie

∞∑

n=1

n2

2n5 + n2 + 1
es 
onvergente puesto que la su
esión de sumas par
iales está

a
otada superiormente.

La estrategia esbozada en estos ejemplos para analizar la 
onvergen
ia o divergen
ia de

una serie se puede utilizar siempre y 
uando podamos 
omparar los términos n-ésimos

de dos series de términos positivo. Más 
on
retamente,

Teorema 3.35. Supongamos que 0 ≤ an ≤ bn para todo n ≥ 1. Enton
es,

1.- Si la serie

∑
bn 
onverge, enton
es la serie

∑
an 
onverge.

2.- Si la serie

∑
an diverge, enton
es la serie

∑
bn diverge.
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Demostra
ión. Sean Sn y S̃n las sumas par
iales de las series

∑
an y

∑
bn,

respe
tivamente. Enton
es, por hipótesis tenemos que

a1 + a2 + · · ·+ an = Sn ≤ S̃n = b1 + b2 + · · ·+ bn.

Si

∑
bn 
onverge, enton
es Sn ≤ S̃n ≤ M . Esto impli
a que la serie

∑
an 
onverge,

pues Sn está a
otada superiormente.

Supongamos ahora que la serie

∑
an diverge, enton
es ĺım

n→∞
Sn = ∞. Por lo tanto,

ĺım
n→∞

S̃n ≥ ĺım
n→∞

Sn = ∞.

De donde, la serie

∑
bn diverge pues su su
esión de sumas par
iales (S̃n)n no está

a
otada superiormente. �

Observa
ión 3.36. Notemos que la 
on
lusión del teorema anterior sigue siendo

válido, si suponemos que 0 ≤ an ≤ bn para todo n ≥ k.

Ejemplos 3.37. Utilizando la 
ompara
ión apropiada determinemos la 
onvergen
ia

o divergen
ia de las series dadas.

1.-

∑ 3
√
n

5n2 + 2n+ 3
. Primero observemos que

3
√
n

5n2 + 2n+ 3
≈

3

5n3/2
en in�nito, y

por lo tanto la serie es 
onvergente. En efe
to,

0 ≤ 3
√
n

5n2 + 2n+ 3
≤ 3

√
n

5n2
=

3

5n3/2
.

Del 
riterio de 
ompara
ión, la serie

∑ 3
√
n

5n2 + 2n+ 3

onverge dado que la

3
2 -serie

∑ 1

n3/2

onverge.

2.-

∑ 2n

(5n+ 4)3n
. Dado que

2n

5n+ 4
≈

2

5
en in�nito. Enton
es

2n

(5n+ 4)3n
≈

(
2

5

)
1

3n

en in�nito. Ahora,

2n

5n+ 4
≤ 2n

5n
=

2

5
⇐⇒ 2n

(5n+ 4)3n
≤
(
2

5

)
1

3n
.

De modo que la serie

∑ 2n

(5n+ 4)3n

onverge pues la serie geométri
a 
on razón r =

1

3
,

∑ 1

3n
=
∑
(1

3

)n

es 
onvergente.

3.-

∑ 2n1/3

3n3/4 + 1
. En este 
aso,

2n1/3

3n3/4 + 1
≈

2

3

(
1

n
5
12

)

. Más 
on
retamente,

2n1/3

3n3/4 + 1
≥ 2n1/3

3n3/4 + n3/4
=

2n1/3

4n3/4
=

(
1

2

)(
1

n
5
12

)

.
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Del 
riterio de 
ompara
ión, la serie

∑ 2n1/3

3n3/4 + 1
diverge dado que la

5
12 -serie

∑ 1

n
5
12

diverge.

4.- Consideremos la su
esión an dada por

0, 1, −1, 0, 1, −1,
2

27
,

2

81
,

2

243
,

2

729
, · · · .

Notemos que

a1 = 0, a2 = 1, a3 = −1, a4 = 0, a5 = 1, a6 = −1,

a7 =
2

33
, a8 =

2

34
, a9 =

2

35
, a10 =

2

37
, · · · .

Enton
es para n ≥ 7 tenemos que

an =
2

3n−4
≤ 3

3n−4
=

1

3n−5
= bn.

Dado que la serie

∑
bn es una serie geométri
a 
on razón r = 1

3 , enton
es 
onverge.

Por lo tanto, la serie an también es 
onvergente (ver Observa
ión 3.36).

Como hemos visto, el 
riterio de 
ompara
ión requiere de la 
onstru

ión de una serie

adi
ional para realizar el análisis. Con el �n de fa
ilitar la 
ompara
ión entre las series,

vamos a presentar el siguiente resultado en términos de límites.

Teorema 3.38 (Criterio de 
ompara
ión por paso al límite). Supongamos que

an ≥ 0 y que bn ≥ 0 son tales que

ĺım
n→∞

an
bn

= L.

1.- Si L > 0, enton
es ambas series

∑
an y

∑
bn 
onvergen, o ambas series

∑
an y

∑
bn divergen.

2.- Si L = 0, enton
es,

a) si la serie

∑
bn 
onverge, enton
es la serie

∑
an 
onverge;

b) si la serie

∑
an diverge, enton
es la serie

∑
bn diverge.

3.- Si L = ∞, enton
es,

a) si la serie

∑
bn diverge, enton
es la serie

∑
an diverge;

b) si la serie

∑
an 
onverge, enton
es la serie

∑
bn 
onverge.

Demostra
ión. Supongamos que L 6= 0. Enton
es para n su�
ientemente grande,

los valores de

an
bn

están 
er
a de L,
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b b b b b b b b b bbc
0

1

2
L 3

2
LL

an0+1 an am

En otras palabras, existe un entero n0 tal que si n ≥ n0 se tiene que

L

2
≤ an

bn
≤ 3L

2
⇐⇒ L

2
bn ≤ an ≤ 3L

2
bn.

Del 
riterio de 
ompara
ión 
on
luimos que ambas series 
onvergen o divergen.

Supongamos que L = 0. Enton
es para n su�
ientemente grande, los valores de

an
bn

están 
er
a de L = 0,

b b b b b b b b b b b
L = 0 1

an0+1 an am

En otras palabras, existe un entero n0 tal que si n ≥ n0 se tiene que

0 ≤ an
bn

< 1 ⇐⇒ 0 ≤ an < bn.

Del 
riterio de 
ompara
ión 
on
luimos que: si la serie

∑
bn 
onverge, enton
es

la serie

∑
an 
onverge. De forma análoga, si la serie

∑
an diverge, enton
es la serie

∑
bn diverge.

Si L = ∞, enton
es existe un entero n0 tal que an > bn para n ≥ n0. Por lo tanto: si

la serie

∑
bn diverge, enton
es la serie

∑
an diverge. De la misma forma, si la serie

∑
an 
onverge, enton
es la serie

∑
bn 
onverge.

Ejemplos 3.39. Determinar la 
onvergen
ia o divergen
ia de las series dadas.

1.-

∑ 3n3 + 5n2 + 1

2n4 + 3n3 + 1
.

Note que en in�nito

3n3 + 5n2 + 1

2n4 + 3n3 + 1
≈

1

n
.

Apliquemos el 
riterio de 
ompara
ión por paso al límite tomando

∑

an =
∑ 3n3 + 5n2 + 1

2n4 + 3n3 + 1
y

∑

bn =
∑ 1

n
.

Re
ordemos que esta última serie diverge pues 
orresponde a la serie armóni
a.

Tomando límite del 
o
iente,

ĺım
n→∞

3n3 + 5n2 + 1

2n4 + 3n3 + 1
1

n

= ĺım
n→∞

3n4 + 5n3 + n

2n4 + 3n3 + 1
=

3

2
6= 0.
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En 
onse
uen
ia, la serie

∑ 3n3 + 5n2 + 1

2n4 + 3n3 + 1
es divergente.

2.-

∑ ln(n)

2n2 + 1
.

Lo primero que debemos observar en el 
aso de la fun
ión y = ln(x) es que ésta se

puede 
omparar en in�nito 
on 
ualquier poten
ia ns

on s > 0. En efe
to, utilizando

L'H�pital,

ĺım
n→∞

ln(n)

ns
= ĺım

n→∞

1
n

sns−1
= ĺım

n→∞

1

sns
= 0.

Por tanto, tomando s = 1
2 tenemos que en in�nito

ln(n)

2n2 + 1
≈

n1/2

n2
=

1

n3/2
.

Tomando límite y apli
ando L'H�pital,

ĺım
n→∞

ln(n)

2n2 + 1
1

n3/2

= ĺım
n→∞

n3/2 ln(n)

2n2 + 1

= ĺım
n→∞

3
2n

1/2 ln(n) +
1

n
n3/2

4n
= ĺım

n→∞

3
2 ln(n) + 1

4n1/2
= 0.

En 
onse
uen
ia, la serie

∑ ln(n)

2n2 + 1

onverge dado que la serie

∑ 1

n3/2

onverge.

3.-

∑ 1

(2n+ 1)1/2 ln(n)
.

Como en el ejemplo anterior ln(n) ≈ n1/2
. Así en in�nito

1

(2n+ 1)1/2 ln(n)
≈

1

n1/2n1/2
=

1

n
.

Tomando límite y apli
ando L'H�pital,

ĺım
n→∞

1
(2n+1)1/2 ln(n)

1
n

= ĺım
n→∞

n

(2n+ 1)1/2 ln(n)

= ĺım
n→∞

(
n1/2

(2n+ 1)1/2

)(
n1/2

ln(n)

)

= ∞,

Dado que el primer fa
tor 
onverge a 1/
√
2 y el segundo 
onverge a +∞, enton
es

ĺım
n→∞

1

(2n+ 1)1/2 ln(n)
1

n

= ∞,
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En 
onse
uen
ia, puesto que la serie

∑ 1

n
diverge, enton
es la serie

∑ 1

(2n+ 1)1/2 ln(n)
también diverge.

4.-

∑ 5n3 + 2n2 + 1

(n+ 1)3n
.

La primera observa
ión es que

5n3 + 2n2 + 1

(n+ 1)3n
≈

n2

3n
en in�nito.

Pero se puede ver dire
tamente que 
ualquier poten
ia ns
está dominada por 
ualquier

fun
ión exponen
ial 
on base positiva. Más 
on
retamente, si a > 0, tenemos que

ĺım
n→∞

ns

an
= 0. (½Verifíquelo apli
ando L'H�pital s ve
es!).

Por lo tanto,

5n3 + 2n2 + 1

(n+ 1)3n
≈

n2

3n
≈

2n

3n
=

(
2

3

)n

. Tomando límite,

ĺım
n→∞

5n3+2n2+1
(n+1)3n
(
2
3

)n = ĺım
n→∞

5n3 + 2n2 + 1

(n+ 1)2n
= ĺım

n→∞

5 + 2/n+ 1/n3

1 + 1/n

n2

2n
= 0.

Así que la serie

∑ 5n3 + 2n2 + 1

(n+ 1)3n

onverge.

Ejer
i
ios

Determinar la 
onvergen
ia de las series dadas utilizando el 
riterio de 
ompara
ión

por paso al límite. En los ejer
i
ios 7, 8 y 9, utili
e el 
riterio de la integral.

1.

∞∑

n=1

n
3
√
4n7 + 1

.

2.

∞∑

n=1

3n2 + 1
3
√
4n8 + 1

. 3.

∞∑

n=1

(2n3 + 5n− 1)2

(4n2 + 1)4
.

4.

∞∑

n=1

√
2n3 + 5n− 1

3
√
4n2 + 1

.

5.

∞∑

n=1

arctan(n)

n
√
n+ 2

.

6.

∞∑

n=1

sen2(n)√
n2 + 2

.

7.

∞∑

n=1
ne−n2

.

8.

∞∑

n=1

31/n

n2 + 1
.

9.

∞∑

n=1

ln(2n+ 1)

4n
.

10.

∞∑

n=1

n3 + 2n2 + 1

3n
. 11.

∞∑

n=1

(n3 + 1)

5n(n+ 1)3
.

12.

∞∑

n=1

1

4n + 3n
.

13.

∞∑

n=1

n+ 3n

2n+ 4n
. 14.

∞∑

n=1

n+ 3n

n+ 2n
.

15.

∞∑

n=1

(n3 + 1) ln(3n+ 1)

5n
.

16.

∞∑

n=3

1

n ln(n) [ln(ln(n))]
3 . 17.

∞∑

n=3

1

n ln(n) [ln(ln(n))]
1/4

.
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3.3.6. Criterio del 
o
iente y el 
riterio de la raíz. El 
riterio de 
ompara
ión

expuesto en la se

ión anterior tiene 
omo desventaja el he
ho de que depende de

la 
onstru

ión de una serie auxiliar. Vamos a presentar dos 
riterios en los que la


onvergen
ia o divergen
ia sólo depende del término an.

Teorema 3.40 (Criterio del 
o
iente y Criterio de la raíz). Supongamos que

an ≥ 0 es tal que

ρ = ĺım
n→∞

an+1

an
(
o
iente) o ρ = ĺım

n→∞
n
√
an (raíz).

1. Si ρ < 1, enton
es la serie

∑
an 
onverge.

2. Si ρ > 1, enton
es la serie

∑
an diverge.

3. Si ρ = 1, enton
es el 
riterio no de
ide.

Demostra
ión. Supongamos que ĺım
n→∞

n
√
an = ρ < 1. Tomemos r tal que ρ < r < 1.

Notemos que los números

n
√
an están 
er
a de ρ, pero lejos de r,

✲r

0
r

n0
√
an0

rr r

ρ
rr r

n
√
an

r

m
√
am

r

r
r

1

Por lo tanto, existe un entero n0 tal que si n ≥ n0,

n
√
an < r ⇐⇒ an < rn.

Dado que la serie geométri
a

∑
rn 
onverge, enton
es la serie

∑
an 
onverge.

Cuando ĺım
n→∞

n
√
an = ρ > 1 tomamos 1 < r < ρ. De nuevo los números

n
√
an están


er
a de ρ, pero lejos de r,

✲r

1
r

r
r

n0
√
an0

rr r

ρ
rr r

n
√
an

r

m
√
am

r

Por tanto, existe un entero n0 tal que si n ≥ n0, enton
es

n
√
an > r ⇐⇒ an > rn.

Dado que la serie geométri
a

∑
rn diverge en este 
aso, enton
es la serie

∑
an también

diverge.
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Supongamos ahora que ĺım
n→∞

an+1

an
= ρ < 1. Tomemos r tal que ρ < r < 1. Notemos

que los números

an+1

an
están 
er
a de ρ, pero lejos de r,

✲r

0
r

an0+1

an0

rr r

ρ
rr r

an+1

an

r

am+1

am

r

r
r

1

Por lo tanto, existe un entero n0 tal que si n ≥ n0,

an+1

an
< r ⇐⇒ an+1 < ran.

En parti
ular, tenemos que

an0+1 < ran0 , an0+2 < ran0+1 < r2an0 , an0+3 < ran0+2 < r3an0 , · · ·

Por lo tanto, an0+k < rkan0 para k ≥ 1. En otras palabras, si ha
emos n = n0 + k, la

desigualdad an0+k < rkan0 se transforma en

an < rn−n0an0 =
(an0

rn0

)

rn, n ≥ n0.

Dado que la serie geométri
a

∑
rn 
onverge, enton
es la serie

∑
an 
onverge.

El 
aso ĺım
n→∞

an+1

an
= ρ > 1 se sigue del mismo análisis (
on desigualdades


ontrarías) y se deja 
omo ejer
i
io.

Para mostrar que el 
riterio no de
ide 
uando ρ = 1, vamos a estudiar dos 
asos

importantes.

Supongamos que ĺım
n→∞

an+1

an
= ĺım

n→∞
n
√
an = 1. En este 
aso 
onsideremos la serie

armóni
a

∞∑

n=1

1

n
(divergente) y la 2-serie

∞∑

n=1

1

n2
(
onvergente). Enton
es, se puede ver

dire
tamente que:

ĺım
n→∞

1

n+ 1
1

n

= ĺım
n→∞

n

n+ 1
= 1 y ĺım

n→∞

1

(n+ 1)2

1

n2

= ĺım
n→∞

n2

(n+ 1)2
= 1,

y también tenemos que

ĺım
n→∞

n
√

1/n = ĺım
n→∞

n
√

1/n2 = ĺım
n→∞

( n
√

1/n)2 = 1.

En 
onse
uen
ia, en este 
aso el 
riterio no de
ide.
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Ejemplos 3.41. Analizar la 
onvergen
ia o divergen
ia de las siguientes series de

términos positivos

1.-

∞∑

n=1

n3 + 1

3n
.

En este 
aso vamos a utilizar el 
riterio de la raíz. Es de
ir, analizaremos el siguiente

límite

ĺım
n→∞

n

√

n3 + 1

3n
= ĺım

n→∞

n
√
n3 + 1

3
.

Para 
al
ular el límite resultante, utilizaremos la regla de L'H�pital. De�namos

y = n
√
n3 + 1. Enton
es, ln(y) =

ln(n3 + 1)

n
. Por lo tanto,

ĺım
n→∞

ln(y) = ĺım
n→∞

ln(n3 + 1)

n
= ĺım

n→∞

3n2

n3 + 1
= 0.

Utilizando la 
ontinuidad de la fun
ión exponen
ial 
on
luimos que

ĺım
n→∞

y = e
ĺım
n→∞

ln(y)
= e0 = 1.

En 
onse
uen
ia, tenemos que

ĺım
n→∞

n

√

n3 + 1

3n
=

1

3
< 1.

Del 
riterio de la raíz, la serie es 
onvergente.

Este ejer
i
io también se puede resolver utilizando el 
riterio del 
o
iente. En este


aso,

ĺım
n→∞

(n+ 1)3 + 1

3n+1

n3 + 1

3n

= ĺım
n→∞

(
(n+ 1)3 + 1

n3 + 1

)(
3n

3n+1

)

=
1

3
< 1.

Del 
riterio del 
o
iente, la serie es 
onvergente.

2.-

∞∑

n=1

n! ln(n)

5n
.

En este ejer
i
io es más apropiado utilizar el 
riterio del 
o
iente debido a la presen
ia

del fa
torial n!, enton
es,

ĺım
n→∞

(n+ 1)! ln(n+ 1)

5n+1

n! ln(n)

5n

= ĺım
n→∞

(n+ 1)!

n!

5n+1

5n
ln(n+ 1)

ln(n)

= ĺım
n→∞

(n+ 1)

5

ln(n+ 1)

ln(n)
= ∞,
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pues por la regla de L'H�pital,

ĺım
n→∞

ln(n+ 1)

ln(n)
= ĺım

n→∞

n

n+ 1
= 1.

Así que esta serie es divergente pues el límite no es menor que 1.

3.-

∞∑

n=1

5nan

n2 + 1
, 
on a > 0.

Vamos a utilizar el 
riterio de la raíz.

ĺım
n→∞

n

√

5nan

n2 + 1
= ĺım

n→∞

5a
n
√
n2 + 1

= 5a,

dado que ĺım
n→∞

n
√
n2 + 1 = 1 (½veri�
arlo!). Del 
riterio de la raíz se 
on
luye que la

serie 
onverge para valores de a tales que a < 1
5 y que la serie diverge para valores de

a tales que a >
1

5
.

Más aún, si a =
1

5
, la serie 
onverge pues es 
omparable 
on la 2-serie. En efe
to,

∞∑

n=1

5nan

n2 + 1
=

∞∑

n=1

1

n2 + 1
<

∞∑

n=1

1

n2
.

En resumen, la serie 
onverge si y sólo si a ≤ 1
5 .

Ejer
i
ios

Determinar la 
onvergen
ia de las series dadas utilizando el 
riterio del 
o
iente o el


riterio de la raíz (o ambos).

1.

∞∑

n=1

(450)n

n!
.

2.

∞∑

n=1

3nn!

nn
.

3.

∞∑

n=1

ln(2n+ 1)√
n+ 2

.

4.

∞∑

n=1

ln(3n+ 1)

n
√
n+ 2

.

5.

∞∑

n=1

n3 ln(3n+ 1)

4n
.

6.

∞∑

n=1

31/n

n2 + 1
.

7.

∞∑

n=1

ln(2n+ 1)

4n
.

8.

∞∑

n=1

n4 + 1

3n
. 9.

∞∑

n=1

(n3 + 1) ln(n)

5n
.

10.

∞∑

n=1

(n3 + 1)

4n(n+ 1)3
.

11.

∞∑

n=1

1

4n + 3n
.

12.

∞∑

n=1

3n

2n+ 4n
. 13.

∞∑

n=1

4n

n+ 3n
.



190 3. FORMAS INDETERMINADAS Y SERIES

3.3.7. Series alternantes. Diremos que una serie es alternante si tiene la forma

∑

(−1)n+1an, an ≥ 0.

El análisis de la 
onvergen
ia de este tipo de serie se basa en el estudio del


omportamiento de las su
esiones (S2n)n y (S2n−1)n, donde Sn denota la n-ésima

suma par
ial de la serie. En el 
aso en que la su
esión (an)n sea de
re
iente y

ĺım
n→∞

an = 0, vamos a mostrar que la su
esión (S2n)n es 
re
iente y la su
esión

(S2n−1)n es de
re
iente. Dado que la su
esión (an) es de
re
iente, enton
es

S1 − S3 = a1 − (a1 − a2 + a3) = a2 − a3 ≥ 0

S3 − S5 = a1 − a2 + a3 − (a1 − a2 + a3 − a4 + a5) = a4 − a5 ≥ 0

S5 − S7 = a6 − a7 ≥ 0

.

.

.

S2n−1 − S2n+1 = a2n − a2n+1 ≥ 0.

Es de
ir, (S2n−1)n es de
re
iente. De forma análoga, la su
esión de sumas par
iales

pares (S2n)n es 
re
iente dado que

S2n+2 − S2n = a2n−1 − a2n ≥ 0.

De otro lado, S2n ≤ S2n−1. En efe
to,

S1 = a1, S2 = a1 − a2 ≤ a1 = S1, S3 = a1 − a2 + a3 ≥ S2,

S4 = a1 − a2 + a3 − a4 ≤ S3, S5 = a1 − a2 + a3 − a4 + a5 ≥ S4.

En general,

S2n = a1 − a2 + a3 − · · · − a2n−2 + a2n−1 − a2n

≤ a1 − a2 + a3 − · · · − a2n−2 + a2n−1 = S2n−1.

En 
onse
uen
ia, 
ombinando las anteriores desigualdades obtenemos que

S2n ≤ S2n−1.

Ahora, puesto que la su
esión (S2n)n es 
re
iente y a
otada superiormente por

S1, enton
es 
onverge a SP , y 
omo la su
esión (S2n−1)n es de
re
iente y a
otada

inferiormente por S2, enton
es 
onverge a SI .
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✲q

0
q

S2
q

S4
q

S6
q

S8 · · ·
q

S7· · ·
q

S5
q

S3
q

S1

Más aún, SP = SI . Esto se sigue de que,

SI − SP = ĺım
n→∞

(S2n−1 − S2n) = ĺım
n→∞

a2n = 0.

✲q

0
q

S2
q

S4
q

S6
q

S6
q

S8 ...
r

SP = SI
q

S7...
q

S5
q

S3
q

S1

Por lo tanto, la serie alternante

∑
(−1)n+1an, an ≥ 0 
onverge. En otras palabras

hemos demostrado el siguiente resultado 
ono
ido 
omo 
riterio de Leibniz para series

alternantes.

Teorema 3.42 (Criterio de Leibniz). Supongamos que an ≥ 0 y que la su
esión

(an)n es de
re
iente y ĺım
n→∞

an = 0. Enton
es la serie alternante

∑
(−1)n+1an


onverge.

Ejemplos 3.43. 1.- La p-serie alternante

∑ (−1)n+1

np

onverge para p > 0.

Claramente, an =
1

np
es de
re
iente a 
ero y tiende a 
ero. Del 
riterio de Leibniz la

serie 
onverge.

2.- Analizar la 
onvergen
ia de la serie alternante

∑
(−1)n+1 n√

2n3 + 1
.

Primero observemos que ĺım
n→∞

n√
2n3 + 1

= 0. Ahora mostremos que la

su
esión an =
n√

2n3 + 1
es de
re
iente. Para ver esto, 
onsideremos la fun
ión

f(x) =
x√

2x3 + 1
. Enton
es derivando,

f ′(x) =

√
2x3 + 1− 3x3

√
2x3 + 1

2x3 + 1
=

1− x3

(2x3 + 1)3/2
≤ 0, x ≥ 1.

Del 
riterio de Leibniz, la serie

∑
(−1)n+1 n√

2n3 + 1

onverge.
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3.- Determinar la 
onvergen
ia de la serie alternante

∑

(−1)n+1

(
2
√
n+ 2

3
√
n+ 1

)

.

Mostremos que la su
esión an =
2
√
n+ 2

3
√
n+ 1

es de
re
iente. En efe
to, de�namos

f(x) =
2
√
x+ 2

3
√
x+ 1


on x ≥ 1. Derivando obtenemos que

f ′(x) =

(3
√
x+ 1)√
x

− 3(2
√
x+ 2)

2
√
x

(3
√
x+ 1)2

=
−2√

x(3
√
x+ 1)2

≤ 0.

Es de
ir, la su
esión an =
3
√
n+ 2

2
√
n+ 1

es de
re
iente. Resta veri�
ar que esta su
esión

de
re
e ha
ia 
ero. Utilizando la regla de L'H�pital 
on
luimos que

ĺım
n→∞

(
2
√
n+ 2

3
√
n+ 1

)

= ĺım
n→∞

1√
n

3
2
√
n

=
2

3
6= 0.

A pesar de que esta serie es alternante y el término an de
re
e, la serie no es


onvergente pues el término an no tiende a 
ero. En realidad esto fue lo que primero

debimos haber analizado (
riterio de la divergen
ia).

Ejer
i
ios

Determinar si las series alternantes dadas 
onvergen o divergen.

1.

∞∑

n=1
(−1)n+1 2

n!
.

2.

∞∑

n=1
(−1)n+1 ln(n)√

n
. 3.

∞∑

n=1
(−1)n+1 ln(n)

n2 + 1
.

4.

∞∑

n=1
(−1)n+1 n2

n3 + 1
.

5.

∞∑

n=1
(−1)n+1 n

3n
.

6.

∞∑

n=1
(−1)n+1 n!

(2n)!
.

7.

∞∑

n=1
(−1)n+1 1

n
√
n
.

8.

∞∑

n=2
(−1)n+1n

2 + 1

ln(n)
.

9.

∞∑

n=2
(−1)n+1n

2 + 1

en
.

10.

∞∑

n=1
(−1)n+1 3

n

n!
.
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3.3.8. Convergen
ia absoluta. Re
ordemos que la serie armóni
a

∑ 1

n
es

divergente y que la serie alternante armóni
a

∑ (−1)n+1

n
es 
onvergente. Más

aún, notemos que

∣
∣
∣
∣

(−1)n+1

n

∣
∣
∣
∣
=

1

n
.

Este simple he
ho muestra que la serie

∑ (−1)n+1

n

onverge, pero la serie en valor

absoluto

∑
∣
∣
∣
∣

(−1)n+1

n

∣
∣
∣
∣
=
∑ 1

n

es divergente. Esto nos 
ondu
e a la siguiente de�ni
ión.

Defini
ión 3.44 (Convergen
ia absoluta y 
onvergen
ia 
ondi
ional).

Diremos que la serie

∑
an 
onverge absolutamente, si la serie de los valores

absolutos

∑ |an| 
onverge. Diremos que la serie

∑
an 
onverge 
ondi
ionalmente,

si la serie

∑
an es 
onvergente y la serie de los valores absolutos

∑ |an| es divergente.

De la dis
usión anterior, la serie alternante armóni
a

∑ (−1)n+1

n
es


ondi
ionalmente 
onvergente pues es 
onvergente y la serie de los valores absolutos

∑
∣
∣
∣
∣

(−1)n+1

n

∣
∣
∣
∣
=
∑ 1

n
es divergente.

La ventaja de 
onsiderar la 
onvergen
ia absoluta radi
a en que la serie

∑
an es

una serie de términos positivos para las 
uales tenemos algunos 
riterios. Además,

la importan
ia de estudiar la 
onvergen
ia de los valores absolutos de una serie es

que la 
onvergen
ia de ésta última impli
a la 
onvergen
ia de la serie misma. Más


on
retamente:

Teorema 3.45. Si la serie

∑ |an| es 
onvergente, enton
es la serie

∑
an también es


onvergente.

Demostra
ión. Re
ordemos que la suma de una serie 
onvergente y una serie

divergente es una serie divergente. Vamos a realizar una demostra
ión por


ontradi

ión. Supongamos ahora que la serie

∑
an es divergente. Consideremos

bn = |an|− an ≥ 0. Por lo tanto, la serie

∑
bn es una serie de términos positivos. Más

aún,

bn = |an| − an ≤ |an|+ |an| = 2|an|.
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Del 
riterio de 
ompara
ión 
on
luimos que la serie

∑
bn es 
onvergente. Como

estamos suponiendo que la serie

∑
an es divergente, enton
es la serie

∑
bn +

∑
an

es divergente. En 
onse
uen
ia, la serie

∑ |an| resultaría ser divergente pues

∑

bn +
∑

an =
∑

(bn + an) =
∑

(|an| − an + an) =
∑

|an|.

Esto es una 
ontradi

ión. En 
onse
uen
ia lo supuesto es falso. Por lo tanto, la

serie

∑
an es en realidad 
onvergente.

Ejemplos 3.46. Determinar la 
onvergen
ia absoluta, 
onvergen
ia 
ondi
ional,


onvergen
ia o divergen
ia de la series dadas.

1.

∑ cos(2nπ/5)

3n3 + 1
.

2.

∑ (−1)n+1

2 3
√
n4 + 1

.

3.

∑ (−1)n+1

2 5
√
3n4 + 2n2 + 1

.

4.

∑
(−1)n+1(

√
n+ 1−√

n).
1

1

Dado que la serie

∑ |an| es una serie de términos positivos o nulos, enton
es podemos

utilizar el 
riterio de la raíz y el 
riterio del 
o
iente 
on el �n de analizar la


onvergen
ia de la serie

∑
an.

Teorema 3.47 (Criterio del 
o
iente y 
riterio de la raíz). Consideremos la

serie

∑
an y supongamos que an es tal que

ρ = ĺım
n→∞

|an+1|
|an|

(
o
iente) o ρ = ĺım
n→∞

n
√

|an| (raíz n-ésima).

1.- Si ρ < 1, enton
es la serie

∑ |an| 
onverge, y por lo tanto,

∑
an también 
onverge.

2.- Si ρ > 1, enton
es la serie

∑
an diverge.

3.- Si ρ = 1, enton
es el 
riterio no de
ide.

Ejemplos 3.48. I.- Determinar la 
onvergen
ia o divergen
ia de las series dadas. ¾Es

la 
onvergen
ia absoluta o 
ondi
ional?

1.-

∑ (−1)n+1

2 3
√
n4 + 1

.

En este ejemplo veri�que que la 
onvergen
ia es absoluta, 
omparando 
on la serie

∑ 1
3
√
n4

.

2.-

∑ (−1)n+1

2 5
√
3n4 + 2n2 + 1

.
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En este ejemplo veri�que que la 
onvergen
ia es 
ondi
ional, utilizando el 
riterio de

Leibniz.

3.-

∑
(−1)n+1 (2n

2 + 1)

n!2n
.

En este ejemplo veri�que que la 
onvergen
ia es absoluta, vía el 
riterio del 
o
iente.

4.-

∑
(−1)n+1 n!

n35n
.

En este ejemplo veri�que que la serie diverge, vía el 
riterio del 
o
iente.

II.- En
uentre el 
onjunto de x ∈ R para los 
uales la serie dada 
onverge, diverge o


onverge absolutamente.

Solu
ión.

1.-

∑ (n+ 2)(x+ 3)n

(n2 + 1)2n
.

En este ejemplo vamos a ver que existe R ≥ 0 (denominado radio de 
onvergen
ia) tal

que si |x+3| < R, enton
es la serie 
onverge absolutamente, y si |x+3| > R, enton
es

la serie diverge. En efe
to, utilizando el 
riterio del 
o
iente en valor absoluto,

ĺım
n→∞

(n+ 1 + 2)|x+ 3|n+1

((n+ 1)2 + 1)2n+1

(n+ 2)|x+ 3|n
(n2 + 1)2n

= ĺım
n→∞

|x+ 3|
2

(n2 + 1)(n+ 3)

((n+ 1)2 + 1)(n+ 2)

=
|x+ 3|

2
ĺım
n→∞

(n2 + 1)(n+ 3)

((n+ 1)2 + 1)(n+ 2)
=

|x+ 3|
2

.

Por lo tanto, la 
onvergen
ia absoluta está garantizada si se tiene que

|x+ 3|
2

< 1.

Pero observemos que

|x+ 3|
2

< 1 ⇐⇒ |x+ 3| < 2 (R = 2).

En otras palabras, la serie 
onverge absolutamente (y por tanto 
onverge) en el


onjunto

I = {x ∈ R : |x+ 3| < 2},

el 
ual es un intervalo abierto de 
entro x = −3 y radio R = 2. Es de
ir,

I = (−3− 2,−3 + 2) = (−5,−1).

De nuevo por el 
riterio del 
o
iente, la serie diverge para x ∈ R tales que |x+3| > 2.

Es de
ir, si x ∈ (−∞,−5) ∪ (−1,∞). Note que podemos dis
utir la 
onvergen
ia en

los extremos del intervalo de 
onvergen
ia absoluta I = (−5,−1).
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Extremo x = −5. En este 
aso la serie toma la forma

∑ (n+ 2)(−5 + 3)n

(n2 + 1)2n
=
∑ (n+ 2)(−2)n

(n2 + 1)2n
=
∑

(−1)n
n+ 2

n2 + 1
.

Esta serie es alternante. Consideremos la fun
ión f(x) =
x+ 1

x2 + 1
para x ≥ 1. Notemos

que

f ′(x) =
1− 4x− x2

(x2 + 1)2
< 0, para x ≥ 1.

Del 
riterio de Leibniz para series alternantes, la serie es 
onvergente pues el término

n-ésimo tiende a 
ero.

Extremo x = −1. En este 
aso la serie toma la forma

∑ (n+ 2)(−1 + 3)n

(n2 + 1)2n
=
∑ (n+ 2)2n

(n2 + 1)2n
=
∑ n+ 2

n2 + 1
.

Esta serie diverge pues es 
omparable 
on la serie armóni
a

∑ 1

n
.

Observemos que el radio del intervalo R = 2 se 
ara
teriza de la siguiente forma

1

R
= ĺım

n→∞

(n+ 1 + 2)

((n+ 1)2 + 1)2n+1

(n+ 2)

(n2 + 1)2n

= ĺım
n→∞

1

2

(n2 + 1)(n+ 3)

((n+ 1)2 + 1)(n+ 2)

=
1

2
ĺım
n→∞

(n2 + 1)(n+ 3)

((n+ 1)2 + 1)(n+ 2)
=

1

2
.

2.-

∞∑

0

n!xn

(n3 + 1)4n
. Utilizando el 
riterio del 
o
iente en valor absoluto,

ĺım
n→∞

(n+ 1)!|x|n+1

((n+ 1)3 + 1)4n+1

n!|x|n
(n3 + 1)4n

= ĺım
n→∞

|x|
4

(n2 + 1)(n+ 1)!

((n+ 1)3 + 1)n!

=
|x|
4

ĺım
n→∞

(n3 + 1)(n+ 1)

((n+ 1)3 + 1)
=

|x|
4
(∞) = ∞ (x 6= 0).

Por lo tanto, la serie 
onverge si y sólo si x = 0, pues para x 6= 0 se tiene que el

límite es mayor que 1. En este 
aso el radio del intervalo es R = 0 y en 
onse
uen
ia

el intervalo I = {0}.
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Como en el ejemplo anterior, el radio del intervalo R = 0 se 
ara
teriza de la siguiente

forma:

1

R
= ĺım

n→∞

(n+ 1)!

((n+ 1)3 + 1)4n+1

n!

(n3 + 1)4n

= ĺım
n→∞

1

4

(n3 + 1)(n+ 1)!

((n+ 1)3 + 1)n!

=
1

4
ĺım
n→∞

(n3 + 1)(n+ 1)

(n+ 1)3 + 1
=

1

4
(∞) = ∞.

3.-

∞∑

0

(x− 3)n

n!en
. Utilizando el 
riterio del 
o
iente en valor absoluto,

ĺım
n→∞

|x− 3|n+1

(n+ 1)!en+1

|x− 3|n
n!en

= ĺım
n→∞

|x− 3|
e

n!

(n+ 1)!

= ĺım
n→∞

|x− 3|
e

1

n+ 1
= 0 ⇐⇒ R = 0.

Por lo tanto, la serie 
onverge para todo x ∈ R, pues para x ∈ R se tiene 
onvergen
ia

por el 
riterio del 
o
iente dado que el límite es menor que 1. En este 
aso el radio del

intervalo 
onvergen
ia es R = ∞ y el intervalo de 
onvergen
ia es I = (−∞,∞) = R.

Como en el ejemplo anterior, el radio del intervalo de 
onvergen
ia R = ∞ se


ara
teriza de la siguiente forma:

1

R
= ĺım

n→∞

1

(n+ 1)!en+1

1

n!en

= ĺım
n→∞

1

e

n!

(n+ 1)!

= ĺım
n→∞

1

e

1

n+ 1
= 0 ⇐⇒ R = ∞.

Ejer
i
ios

I.- Determinar si las series dadas 
onvergen absolutamente, 
onvergen


ondi
ionalmente o divergen.

1.

∞∑

n=1
(−1)n+1 2

n

n!
.

2.

∞∑

n=1

(−450)n

n!
.

3.

∞∑

n=1

3nn!

nn
.

4.

∞∑

n=1

ln(2n+ 1)√
n+ 2

. 5.

∞∑

n=1

ln(3n+ 1)

n
√
n+ 2

.

6.

∞∑

n=1

n3 ln(3n+ 1)

4n
.
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7.

∞∑

n=1

31/n

n2 + 1
.

8.

∞∑

n=1

ln(2n+ 1)

4n
.

9.

∞∑

n=1

n4 + 1

3n
.

10.

∞∑

n=1

(n3 + 1) ln(n)

5n
.

11.

∞∑

n=1
(−1)n+1 3n

2n+ 4n
.

12.

∞∑

n=1
(−1)n+1 ln(n)√

n
.

13.

∞∑

n=1
(−1)n+1 ln(n)

n2 + 1
.

14.

∞∑

n=1
(−1)n+1n

3 + 2

n4 + 1
.

15.

∞∑

n=1
(−1)n+1 n

3n
.

16.

∞∑

n=1
(−1)n+1 1

n
√
n
.

17.

∞∑

n=2
(−1)n+1n

2 + 1

ln(n)
. 18.

∞∑

n=2
(−1)n+1n

2 + 1

en
.

19.

∞∑

n=1
(−1)n+1 3

n

n!
. 20.

∞∑

n=1
(−1)n+1 1

2n + 3n+ 1
.

II.- Determine los valores de x, y o z para los 
uales las series dada son absolutamente


onvergentes.

1.

∞∑

n=1

4n(x− 2)

n3 + 1
.

2.

∞∑

n=1

(n3 + 1) ln(n)(2y − 3)

5n
.

3.

∞∑

n=1

ln2(n)(2 − 5z)

(n2 + 1)5n
.

4.

∞∑

n=1

3n(3z + 4)

2n+ 4n
.

3.4. Series de poten
ias

Llamaremos serie de poten
ias o serie de Taylor alrededor de x = a, a una serie de

la forma

∞∑

n=0

an(x−a)n = a0+a1(x−a)+a2(x−a)2+a3(x−a)3+· · ·+ak(x−a)k+· · · .

Cuando la serie de poten
ias se desarrolla alrededor de x = 0 (es de
ir a = 0), se tiene

que

∞∑

n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·+ akx

k + · · ·

y la llamaremos serie de Ma
laurin.

Como hemos observado en los ejemplos anteriores, dada una serie de poten
ias

alrededor de x = a de la forma

∞∑

n=0
an(x − a)n, existen 0 ≤ R ≤ ∞ y un intervalo I

de la forma
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1.- I = (a−R, a+R), 
uando 0 < R < ∞,

2.- I = {a}, 
uando R = 0 (en otras palabras la serie sólo 
onverge para x = a), o

3.- I = (−∞,∞) = R, 
uando R = ∞,

en donde la serie 
onverge absolutamente. Más aún, la serie diverge en

(−∞, a−R)
⋃
(a+R,∞).

Esta observa
ión se puede resumir en el siguiente resultado.

Teorema 3.49. Dada una serie de poten
ias o serie de Taylor alrededor de x = a

∞∑

n=0

an(x− a)n,

existe 0 ≤ R ≤ ∞ tal que:

1.- la serie

∞∑

n=0
an(x − a)n 
onverge absolutamente en el intervalo abierto

I=(a−R, a+R), 
uando 0 < R < ∞;

2.- la serie

∞∑

n=0
an(x − a)n diverge por fuera del intervalo [a − R, a + R], 
uando

0 ≤ R < ∞;

3.- la serie

∞∑

n=0
an(x−a)n, 
onverge sólo para x = a 
uando R = 0 (es de
ir I = {a});

4.- la serie

∞∑

n=0
an(x − a)n, 
onverge absolutamente para todo x ∈ (∞,∞) 
uando

R = ∞.

En adelante, R se denominará radio de 
onvergen
ia e I se denominará intervalo de


onvergen
ia.

Ejemplos 3.50. Determine el radio de 
onvergen
ia y el intervalo de 
onvergen
ia

de la serie dada. Espe
i�que el intervalo de 
onvergen
ia absoluta y de divergen
ia.

Anali
e los extremos del intervalo de 
onvergen
ia absoluta.

1.-

∞∑

n=1

(x+ 2)n

3
√
n2 + 1

.

Utilizando el 
riterio de la raíz n-ésima en valor absoluto,

ĺım
n→∞

n

√
∣
∣
∣
(x+ 2)n

3
√
n2 + 1

∣
∣
∣ = ĺım

n→∞

n

√

|x+ 2|n
3
√
n2 + 1

= ĺım
n→∞

|x+ 2|
n
√

3
√
n2 + 1

= ĺım
n→∞

|x+ 2|
3n
√
n2 + 1

.

Para 
al
ular el límite ĺım
n→∞

3n
√
n2 + 1 de la forma ∞0

vamos a apli
ar la regla de

L'H�pital. De�namos y = 3n
√
n2 + 1. Enton
es

ln(y) = ln(
3n
√

n2 + 1) =
ln(n2 + 1)

3n
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tiene la forma indeterminada ∞/∞, 
uando n → ∞. Enton
es,

ĺım
n→∞

ln(n2 + 1)

3n
= ĺım

n→∞

2n

n2 + 1
3

= ĺım
n→∞

2n

3(n2 + 1)
= 0.

En 
onse
uen
ia,

ĺım
n→∞

3n
√

n2 + 1 = e
ĺım

n→∞
ln( 3n√n2+1)

= e0 = 1.

Así que

ĺım
n→∞

n

√
∣
∣
∣
(x+ 2)n

3
√
n2 + 1

∣
∣
∣ = ĺım

n→∞

|x+ 2|
3n
√
n2 + 1

= |x+ 2|.

Por lo tanto, la serie 
onverge absolutamente para los x tales que |x+2| < 1. Es de
ir,

el radio de 
onvergen
ia es R = 1 y el intervalo de 
onvergen
ia absoluta alrededor

de x = −2 es I = (−2− 1,−2 + 1) = (−3,−1).

Más aún, la serie diverge para x ∈ (−∞,−3)
⋃
(−1,∞). Sólo resta analizar los

extremos del intervalo I = (−3,−2).

Extremo x = −3. En este 
aso la serie toma la forma

∞∑

n=1

(−3 + 2)n

3
√
n2 + 1

=

∞∑

n=1

(−1)n

3
√
n2 + 1

.

Apli
ando el 
riterio de Leibniz, la serie alternante

∞∑

n=1

(−1)n

3
√
n2 + 1


onverge pues el

término n-ésimo an =
(−1)n

3
√
n2 + 1

tiende a 
ero y la su
esión (an)n es de
re
iente

(½veri�
arlo!).

Extremo x = −1. En este 
aso la serie toma la forma

∞∑

n=1

(−1 + 2)n

3
√
n2 + 1

=
∞∑

n=1

1
3
√
n2 + 1

.

Utilizando 
ompara
ión 
on la serie

∑ 1

n2/3
se tiene que la serie

∞∑

n=1

1
3
√
n2 + 1

es

divergente. En 
onse
uen
ia, el intervalo de 
onvergen
ia es U = I ∪ {−3} = [−3,−1).

2.-

∑ (2n2 + 1)(x− 2)n

n3n
.
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Utilizando el 
riterio del 
o
iente en valor absoluto,

ĺım
n→∞

(2(n+ 1)2 + 1)|x− 2|n+1

(n+ 1)3n+1

(2n2 + 1)|x− 2|n
n3n

= ĺım
n→∞

|x− 2|
3

(2(n+ 1)2 + 1)n

(2n2 + 1)(n+ 1)

=
|x− 2|

3
ĺım
n→∞

(2(n+ 1)2 + 1)n

(2n2 + 1)(n+ 1)
=

|x− 2|
3

.

En 
onse
uen
ia, la 
onvergen
ia absoluta está garantizada si se tiene que

|x− 2|
3

< 1.

Pero observemos que

|x− 2|
3

< 1 ⇐⇒ |x− 2| < 3 (R = 3).

En otras palabras, la serie 
onverge absolutamente (y por tanto 
onverge) en el


onjunto I = {x ∈ R : |x− 2| < 3}, el 
ual es un intervalo abierto de 
entro x = 2

y radio R = 3. Es de
ir, I = (2− 3, 2 + 3) = (−1, 5).

De nuevo por el 
riterio del 
o
iente, la serie diverge para x ∈ R tales que |x− 2| > 3.

Es de
ir, si x ∈ (−∞,−1)∪ (5,∞). Note que podemos dis
utir la 
onvergen
ia en los

extremos del intervalo de 
onvergen
ia absoluta I = (−1, 5).

Extremo x = 5. En este 
aso la serie toma la forma

∑ (2n2 + 1)(5 − 2)n

n3n
=
∑ (2n2 + 1)3n

n3n
=
∑ (2n2 + 1)

n
.

Esta serie diverge pues ĺım
n→∞

(2n2 + 1)

n
= ∞ 6= 0 (
riterio de divergen
ia).

Extremo x = −1. En este 
aso la serie toma la forma

∑ (2n2 + 1)(−1− 2)n

n3n
=
∑ (2n2 + 1)(−3)n

n3n
=
∑ (−1)n(2n2 + 1)

n
.

Esta serie diverge pues ĺım
n→∞

(−1)n(2n2 + 1)

n
no existe, de nuevo por el (
riterio de

divergen
ia).

Observemos que el radio del intervalo R = 3 se 
ara
teriza de la siguiente forma

1

R
= ĺım

n→∞

(2(n+ 1)2 + 1)

(n+ 1)3n+1

(2n2 + 1)

n3n

= ĺım
n→∞

1

3

(2(n+ 1)2 + 1)n

(2n2 + 1)(n+ 1)

=
1

3
ĺım
n→∞

(2(n+ 1)2 + 1)n

(2n2 + 1)(n+ 1)
=

1

3
⇐⇒ R = 3.
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Ejer
i
ios

Determine el radio y el intervalo de 
onvergen
ia de la series de poten
ias dadas.

Anali
e la 
onvergen
ia en los extremos del intervalo de 
onvergen
ia.

1.

∞∑

n=1

5nxn

3n4 + 1
.

2.

∞∑

n=1

(2n)!xn

n3 + 1
. 3.

∞∑

n=1

3n(x− 1)n

n!
.

4.

∞∑

n=1

(x− 3)n

(3n2 + 1)3n
. 5.

∞∑

n=1

(x + 3)n

n
√
n

. 6.

∞∑

n=1

2n(x− 2)n

2 + 3n
.

7.

∞∑

n=2
(−1)n+1 (n

2 + 1)(x+ 5)n

ln(n)
. 8.

∞∑

n=2

(3n3 + 1)(x− 3)n

ln(n)
.

9.

∞∑

n=1

(n3 + 1) ln(n)(x + 1)n

4n
. 10.

∞∑

n=2

(n2 + 1)(x+ 4)n

en
.

3.4.1. Diferen
iabilidad e integrabilidad de series de poten
ias.

Re
ordemos que dada una serie de poten
ias

∑
an(x− a)n, existe 0 ≤ R ≤ ∞ tal que

la serie 
onverge absolutamente en el intervalo I = (a −R, a+R). Más aún, 
uando

0 < R ≤ ∞ podemos de�nir una fun
ión f : I → R de la siguiente forma:

f(x) =

∞∑

n=0

an(x− a)n

= a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 + · · ·+ an(x − a)n + · · · .

En primer lugar observemos que f(a) = a0. En un 
urso de Cál
ulo Avanzado se

puede mostrar que una fun
ión f de�nida en términos de una serie de poten
ias

es diferen
iable y f ′
es de nuevo una serie de poten
ias 
on el mismo radio de


onvergen
ia de f y de la forma

f ′(x) =
∞∑

n=1

nan(x − a)n−1 =
∞∑

n=0

(n+ 1)an+1(x− a)n, x ∈ I.

Notemos que f ′(a) = a1. Utilizando el mismo argumento, f ′′
es de nuevo una serie

de poten
ias y por lo tanto es diferen
iable, además

f ′′(x) =

∞∑

n=2

n(n− 1)an(x− a)n−2, x ∈ I.


on f ′′(a) = 2a2 = 2!a2.
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En resumen, dada f(x) =
∞∑

n=0
an(x − a)n 
on x ∈ I, enton
es f es una fun
ión

in�nitamente diferen
iable tal que

f(a) = a0, f ′(a) = a1, f ′′(a) = 2a2 = 2!a2, f ′′′(a) = 3!a3, · · · , f (k)(a) = k!ak.

Es de
ir, los 
oe�
ientes se 
al
ulan 
omo ak =
f (k)(a)

k!
y la serie de poten
ias

alrededor de x = a tiene en realidad la forma,

f(x) =

∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

También se puede demostrar que si f(x) =
∞∑

n=0
an(x − a)n 
on x ∈ I, enton
es f es

integrable sobre 
ualquier intervalo 
errado [c, d] ⊂ I. Más 
on
retamente,

∫ d

c

f(t) dt =

∞∑

n=0

an

∫ d

c

(t− a)n dt

=

∞∑

n=0

an
(t− a)n+1

n+ 1

∣
∣
∣

d

c
=

∞∑

n=0

an

[
(d− a)n+1 − (c− a)n+1

]

n+ 1
.

En parti
ular,

∫ x

a

f(t) dt =

∞∑

n=0

an

∫ x

a

(t− a)n dt

=

∞∑

n=0

an
(t− a)n+1

n+ 1

∣
∣
∣

x

a
=

∞∑

n=0

an
(x− a)n+1

n+ 1
.

Observa
ión 3.51. Utilizando las propiedades de diferen
ia
ión e integra
ión se

pueden obtener nuevas series de poten
ias. En efe
to, re
ordemos que la serie

geométri
a

∞∑

n=0
xn

para |x| < 1 de�ne o representa la fun
ión f(x) =
1

1− x
. Es

de
ir,

(3.3)

1

1− x
=

∞∑

n=0

xn, x ∈ (−1, 1).

Enton
es, derivando (3.3) obtenemos que

2

(1 − x)2
=

∞∑

n=1

nxn−1 =

∞∑

n=0

(n+ 1)xn, x ∈ (−1, 1).
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Ahora integrando (3.3)

− ln(1 − x) =

∫ x

0

1

1− t
dt =

∞∑

n=0

∫ x

0

tn dt(3.4)

=

∞∑

n=0

xn+1

n+ 1
=

∞∑

n=1

xn

n
, x ∈ (−1, 1).

Similarmente, reemplazando x por −x en la fórmula (3.4) se tiene que

− ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−x)n

n
, x ∈ (−1, 1),

o equivalentemente,

(3.5) ln(1 + x) =

∞∑

n=1

(−1)n+1xn

n
, x ∈ (−1, 1).

De otro lado, reemplazando x por −x2
en la serie geométri
a obtenemos, para

x ∈ (−1, 1), que

(3.6)

1

1 + x2
=

∞∑

n=0

(−x2)n =

∞∑

n=0

(−1)nx2n.

Integrando la fun
ión anterior (3.6) obtenemos, para x ∈ (−1, 1), que

arctan(x) =

∫ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑

n=0

(−1)n
∫ x

0

t2n dt =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.(3.7)

Ejer
i
ios

En
uentre la representa
ión en series de poten
ia para f(x) y determine el radio de


onvergen
ia de la serie. Los problemas están rela
ionados 
on la serie geométri
a

g(x) =
1

1− x
=

∞∑

n=0

xn, |x| < 1.

1. f(x) =
1

1− 2x
. 2. f(x) =

1

1 + 3x
. 3. f(x) = ln(1 + x).

1

1

4. f(x) =
1

(5− 2x)
. 5. f(x) =

1

(1 + 2x)2
. 6. f(x) =

1

1− 4x2
.

7. f(x) =
x

(1 + 4x)2
.

8. f(x) =
x3

2− x3
. 9. f(x) =

x2

1− x4
.

10. f(x) = arctan(x).

∫

11. f(x)=

∫ x

0

ln(1−y)dy. 12. f(x)=

∫ x

0

arctan(z) dz.
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3.4.2. Series de poten
ias de las fun
iones exponen
ial, seno y 
oseno.

Vamos a mostrar que las fun
iones exponen
ial, seno y 
oseno se pueden

representar 
omo serie de poten
ias alrededor de 
ualquier número a ∈ R.

Fun
ión exponen
ial. La primera observa
ión es que la fun
ión exponen
ial

f(x) = ex satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial f ′(x) = f(x) y además f(0) = 1.

Supongamos que f tiene un desarrollo en serie de poten
ias alrededor de x = 0.

Es de
ir, supongamos que

f(x) =

∞∑

n=0

anx
n

y 
al
ulemos los 
oe�
ientes an. De la dis
usión anterior,

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · ·+ anx

n + · · ·

y

f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + 4a4x

3 + · · ·+ nanx
n−1 + (n+ 1)an+1x

n + · · · .

Utilizando que f ′ = f igualamos los 
oe�
ientes 
orrespondientes a la poten
ias xk
.

Es de
ir,

a0 = a1, a1 = 2a2, a2 = 3a3, a3 = 4a4, · · · , ak = (k + 1)ak+1.

Por lo tanto,

a0= a1, a2=
a0
2
=

a0
2!
, a3=

a2
3
=

a0
2 · 3 =

a0
3!
, a4=

a3
4
=

a0
2 · 3 · 4 =

a0
4!
, · · · , an=

a0
n!

.

Dado que f(0) = 1 = a0, enton
es an =
1

n!
. Más aún,

ex =

∞∑

n=0

anx
n =

∞∑

n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , x ∈ R.

Dado que la fórmula anterior es válida para 
ada x ∈ R, enton
es x se puede sustituir

por 
ualquier valor real 
on el �n de obtener series aso
iadas 
on otras fun
iones,
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omo por ejemplo k(x) = e−x
, h(x) = x2e

√
2x
, entre otras.

e−x = 1 +
(−x)

1!
+

(−x)2

2!
+

(−x)3

3!
+

(−x)4

4!
+ · · ·+ (−x)n

n!
+ · · ·

= 1− x

1!
+

x2

2!
− x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)nxn

n!
+ · · ·

=

∞∑

n=0

(−1)nxn

n!
, x ∈ R.

x2e
√
x = x2

(

1 +

√
x

1!
+

(
√
x)2

2!
+

(
√
x)3

3!
+

(
√
x)4

4!
+ · · ·+ (

√
x)n

n!
+ · · ·

)

= x2 +
x5/2

1!
+

x3

2!
+

x7/2

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ x(n+2)/2

n!
+ · · ·

=

∞∑

n=0

(−1)nx(n+2)/2

n!
, x ∈ R.

Fun
ión 
oseno. Observemos que la fun
ión g(x) = cos(x) satisfa
e la e
ua
ión

diferen
ial g′′(x) = −g(x) y además g(0) = 1 y g′(0) = 0. Supongamos que g tiene un

desarrollo en serie de poten
ias alrededor de x = 0. Es de
ir, supongamos que

g(x) =

∞∑

n=0

anx
n.

Ahora vamos a 
al
ular los 
oe�
ientes an. De la dis
usión anterior,

g(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · ·+ anx

n + · · · ,

g′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + 4a4x

3 + · · ·+ nanx
n−1 + (n+ 1)an+1x

n + · · ·

y

g′′(x) = 2a2 + 3 · 2a3x+ 4 · 3a4x3 + · · ·+ n(n−1)anx
n−2 + (n+1)nan+1x

n−1 + · · · .

Dado que g(0) = 1 y g′(0) = 0, 
on
luimos que a0 = 1 y a1 = 0. Puesto que g′′ = −g

podemos igualar los 
oe�
ientes 
orrespondientes a las poten
ias xk
, en
ontrando que

a0 = −2a2, a1 = −3 · 2a3, a2 = −4 · 3a4, a3 = −5 · 4a5, a4 = −6 · 5a6, · · · .

De esta se
uen
ia se 
on
luye que,

ak = −(k + 2)(k + 1)ak+2.

Dado que a1 = 0, enton
es todos los 
oe�
ientes impares deben ser 
ero. Esto es,

a1 = a3 = a5 = a7 = · · · = a2k+1 = 0.
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Puesto que a0 = 1 enton
es se puede ver que

a0 = 1, a2 = −a0
2

= − 1

2!
, a4 = − a2

4·3 =
1

4!
, a6 = − a4

6·5 = − 1

6!
.

Por lo tanto, a2k =
(−1)k

(2k)!
. Como 
onse
uen
ia de lo anterior

cos(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− x10

10!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · ·

=
∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, x ∈ R.

Fun
ión seno. Observemos que la fun
ión h(x) = sen(x) satisfa
e la e
ua
ión

diferen
ial h′′(x) = −h(x) y además h(0) = 0, h′(0) = 1. Supongamos que h tiene

un desarrollo en serie de poten
ias alrededor de x = 0. Es de
ir, supongamos que

h(x) =

∞∑

n=0

anx
n.

Puesto que las fun
iones g(x) = cos(x) y h(x) = sen(x) satisfa
en la misma e
ua
ión

diferen
ial, enton
es los 
oe�
ientes satisfa
en las mismas rela
iones

a0 = −2a2, a1 = −3 · 2a3, a2 = −4 · 3a4, a3 = −5 · 4a5, a4 = −6 · 5a6,


on
luimos que

ak = −(k + 2)(k + 1)ak+2.

Dado que h(0) = a0 = 0 y h′(0) = a1 = 1, enton
es todos los 
oe�
ientes pares deben

ser 
ero. Esto es,

a0 = a2 = a4 = a6 = · · · = a2k = 0.

Puesto que a1 = 1 enton
es se puede ver 
omo en el 
aso de la fun
ión g(x) = cos(x)

que

a1 = 1, a3 = − 1

3!
, a5 =

1

5!
, a7 = − 1

7!
, · · · , a2k+1 =

(−1)k

(2k + 1)!
.

Como 
onse
uen
ia de lo anterior

sen(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− x11

11!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

=

∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R.
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Ejemplo 3.52. Utilizar series de poten
ias para resolver la e
ua
ión diferen
ial

f ′′(x) + 4f(x) = 4 cos(2x), sujeta a las 
ondi
iones f(0) = 0 y f ′(0) = 0.

Supongamos que f tiene la forma de una serie de poten
ias alrededor de x = 0. Es

de
ir,

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · · .

Primero observemos que f(0) = 0 = a0. Ahora diferen
iando dos ve
es f , obtenemos

que

f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + 4a4x

3 + · · ·

y

f(x) = 2a2 + 3 · 2a3x+ 4 · 3a4x2 + 5 · 4x3 + · · · .

Por lo tanto, f ′(0) = 0 = a1. Además,

f ′′(x)+4f(x) = 2a2+3 ·2a3x+(4 ·3a4+4a2)x
2+(5 ·4a5+4a3)x

3+(6 ·5a6+4a4)x
4

+ (7 · 6a7 + 4a5)x
5 + · · ·+ (n · (n− 1)an + 4an−2)x

n−2 + · · · .

De otro lado,

4 cos(2x) = 4

∞∑

0

(−1)n(2x)2n

(2n)!

= 4− 4 · 22
2!

x2 +
4 · 24
4!

x4 − 4 · 26
6!

x6 +
4 · 28
8!

x8 − 4 · 210
10!

x10 + · · · .

Puesto que f ′′(x) + 4f(x) = 4 cos(2x), vamos a igualar las dos series para 
al
ular

los 
oe�
ientes de la serie aso
iada 
on f . En primer lugar, a3 = 0. Más aún, los


oe�
ientes impares deben ser 
ero. Es de
ir,

a3 = a5 = a7 = · · · = a2n+1 = 0 (½veri�
arlo!).

Ahora, se puede ver dire
tamente que 2a2 = 4 ⇐⇒ a2 = 2. De otro lado,

4 · 3a4 + 4a2 =
4 · 22
2!

⇐⇒ a4 = − 8

3!
= −23

3!
,

6 · 5a6 + 4a4 =
4 · 24
4!

⇐⇒ a6 =
32

5!
=

25

5!
,

8 · 7a8 + 4a6 = −4 · 26
6!

⇐⇒ a8 = −128

7!
= −27

7!
.
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En general, a2n = (−1)n+1 22n−1

(2n− 1)!
. Así que

f(x) = 2x2 − 23

3!
x4 +

25

5!
x6 − 27

7!
x8 +

29

9!
x10 + · · ·

= x

(

2x− (2x)3

3!
+

(2x)5

5!
− (2x)7

7!
+

(2x)9

9!
+ · · ·

)

= x sen(2x).

Se puede veri�
ar dire
tamente que f(x) = x sen(2x) satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial

f ′′(x) + 4f(x) = 4 cos(2x) y las 
ondi
iones f(0) = f ′(0) = 0.

Ejer
i
ios

Utili
e series de poten
ias alrededor de 
ero para resolver las siguientes e
ua
iones

diferen
iales.

1. g′(x) − 2g(x) = e2x. Rta: g(x) = xe2x 
on g(0) = 0.

2. h′′(x)− 9h(x) = 2e3x + 12xe3x. Rta: h(x) = x2e3x 
on h(0) = h′(0) = 0.

3. k′′(x) + 4k(x) = −4 sen(2x). Rta: k(x) = x cos(2x) 
on k(0) = 0, k′(0) = 1.

4. l′′(x) + 9l(x) = 12x cos(3x) + 2 sen(3x). Rta: l(x) = x2 cos(3x) 
on l(0) = l′(0) = 0.

5. f ′′(x)− 4x2f(x) = 2ex
2

. Rta: f(x) = ex
2


on f(0) = 1, f ′(0) = 0.

3.4.3. Teorema de Taylor - Aproxima
ión vía series de poten
ias. Como

hemos visto en las se

iones anteriores, algunas fun
iones se pueden desarrollar

o representar mediante una serie de poten
ias en el intervalo de 
onvergen
ia

I = (a−R, a+R) 
uando 0 < R < ∞. Es de
ir, para 
ada x ∈ I se tiene que

f(x) =
∞∑

n=0

an(x − a)n

= a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 + · · ·+ ak(x − a)k + · · · .
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También aprendimos que los 
oe�
ientes an viene dados por an =
f (n)(a)

n!
. Esto es,

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2

+
f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x− a)k + · · · .

Consideremos el polinomio Pk,a de grado k dado por

Pk,a(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Este polinomio se denomina polinomio de Taylor de grado k aso
iado 
on la fun
ión

f . Se puede observar dire
tamente que f y Pk,a tienen las siguientes propiedades

f(a) = Pk,a(a), f ′(a) = P ′
k,a(a), f ′′(a) = P ′′

k,a(a), f ′′′(a) = P ′′′
k,a(a), · · · .

En otras palabras f (k)(a) = P
(k)
k,a (a) para k ≥ 0.

Interpreta
ión geométri
a. Notemos que P1,a(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) es la

e
ua
ión de la re
ta tangente a la grá�
a de f en el punto Q(a, f(a)). Como vieron en

el 
urso de Cál
ulo I, P1,a es la mejor aproxima
ión lineal (orden 1) de f en el punto

Q(a, f(a)).

Se puede ver que

P2,a(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2


orresponde a la mejor aproxima
ión 
uadráti
a en el punto Q(a, f(a)).

En general, Pk,a 
orresponde a la mejor aproxima
ión de f por un polinomio de orden

k en el punto Q(a, f(a)).

En un 
urso de Cál
ulo Avanzado o Análisis Matemáti
o se puede estable
er el

siguiente resultado.

Teorema 3.53 (Teorema de Taylor 
on resto). Supongamos que la fun
ión f se

puede representar mediante la serie de poten
ias

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

= f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x − a)k + · · ·
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en el intervalo de 
onvergen
ia I = (a − R, a+ R). Enton
es para k ∈ N dado, Pk,a

es el úni
o polinomio de orden k que satisfa
e las k + 1 
ondi
iones

f(a) = Pk,a(a), f ′(a) = P ′
k,a(a), f ′′(a) = P ′′

k,a(a), · · · , f (k)(a) = P
(k)
k,a (a).

Más aún, si Rk,a(x) = f(x)− Pk,a(x) 
on x ∈ I, enton
es

ĺım
n→∞

[f(x)− Pk,a(x)] = ĺım
n→∞

Rk,a(x) = 0,

para todo x ∈ [a− r, a+ s] ⊂ I 
on r, s < R. La fun
ión Rk,a se denomina k-resto de

Taylor.

Observa
ión 3.54 (Aproxima
ión vía el Teorema de Taylor 
on resto). El

Teorema de Taylor 
on resto realmente estable
e que una fun
ión f representada por

su serie de Taylor puede ser aproximada alrededor de x = a por su polinomio de

Taylor Pk,a de orden k, pues el resto de Taylor Rk,a tiende a 
ero uniformemente

en 
ualquier subintervalo 
errado de (a − R, a + R). Este he
ho puede ser utilizado

para estimar integrales de�nidas, pues es mu
ho más sen
illo realizar 
ál
ulos para

un polinomio, que para una fun
ión arbitraria. Lo anterior lo vamos a ilustrar 
on

algunos ejemplos y ejer
i
ios.

Ejemplos 3.55. 1.- Estimar la integral de�nida

∫ 1

0

e−x2

dx. La primera observa
ión

es que el Teorema Fundamental del Cál
ulo garantiza que la fun
ión f(x) = e−x2

tiene una antiderivada en [0, 1], pero se puede mostrar que ésta no tiene una fórmula


errada simple. En realidad, la antiderivada viene de�nida por

F (x) =

∫ x

0

e−t2 dt.

Para estimar esta integral podemos aproximar f hasta un 
ierto orden por el polinomio

de Taylor. Para ello,

e−x2

=

∞∑

n=0

(−x2)n

n!
= 1− x2

1!
+

x4

2!
− x6

3!
+R6,0(x) = P6,0(x) +R6,0(x).

Enton
es podemos estimar la integral 
omo

∫ 1

0

e−x2

dx ≈

∫ 1

0

P6,0(x) dx =

∫ 1

0

(

1− x2

1!
+

x4

2!
− x6

3!

)

dx

=

[

x− x3

3
+

x5

10
− x7

42

]1

0

=
26

35
.

Como ejer
i
io efe
tuar aproxima
iones de orden 8 y 10.
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2.- Estimar la integral

∫ 4

0

x sen(
√
x) dx. Re
ordemos que

sen(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · .

Enton
es para x ≥ 0,

x sen(
√
x) = x

(

x1/2 − x3/2

3!
+

x5/2

5!
− · · ·

)

≈ x3/2 − x5/2

6
+

x7/2

120
.

Por lo tanto, podemos aproximar la integral mediante,

∫ 4

0

x sen(
√
x) dx ≈

∫ 4

0

(

x3/2 − x5/2

6
+

x7/2

120

)

dx

≈

[
2x5/2

5
− x7/2

21
+

x9/2

540

]4

0

≈
64

5
− 128

21
+

128

135
=

7232

945
.

Ejer
i
ios

Utili
e series de Taylor para obtener una aproxima
ión de la integral de�nida tomando

los tres primeros términos de la serie aso
iada 
on el integrando.

1.

∫ 1

0

t2 cos(
√
2t) dt. 2.

∫ 1

0

(z + 1)e−z2

dz.

3.

∫ 1

0

√
t sen(

√
t) dt.

4.

∫ 1/4

0

w ln(1 +
√
2w) dw.

3.5. Evalua
ión del Ter
er Capítulo

1. a) Determine la 
onvergen
ia o divergen
ia de la integral impropia

∫ ∞

0

e−x

3
√
e−x + 1

dx.

b) Evalúe el siguiente límite

ĺım
x→0+

1

x3

∫ x

0

sen3(t) dt.


) Evalúe el siguiente límite

ĺım
x→π

2
−
[1 + cos(x)]tan(x).
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2. Determine la 
onvergen
ia o divergen
ia de las series dadas, justi�
ando sus

respuestas

a)

∞∑

n=1

2 ln(n) + n

(ln(n))2 + 1
.

b)

∞∑

n=0

2n − 3n

4n
. 
)

∞∑

n=1
(−1)n+1 n

2n2 + 1
.

3. Determine la 
onvergen
ia o divergen
ia de la serie

∞∑

n=1

n2(ln(n))2

3n5 + 1
.

4. Utili
e el 
riterio de la integral para determinar la 
onvergen
ia o divergen
ia de

la serie

∞∑

n=2

1

n
√

ln(n)
.

5. Determine el radio de 
onvergen
ia, el intervalo de 
onvergen
ia absoluta y anali
e

la 
onvergen
ia en los extremos del intervalo de 
onvergen
ia para la serie de

poten
ias

∞∑

n=1

√
n+ 1(x+ 2)n

n25n
.

6. Responda uno y sólo uno de los siguientes enun
iados.

a) En
uentre la serie de poten
ias alrededor de x = 0 de la fun
ión

f(x) = ln(1 + x2), |x| < 1.

b) Resuelva la e
ua
ión diferen
ial utilizando series de poten
ia alrededor de x = 0

f ′(x) + 2f(x) = 0, sujeta a que f(0) = 1.


) En
uentre una aproxima
ión de la integral de�nida

∫ 1

0

x3e−x2

dx,

sumando los tres primeros términos de la serie aso
iada alrededor de x = 0.


