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Prologo

Estas notas de clase y gufa de estudio para el curso genérico de Célculo IT (111051 M)
tienen como objetivo direccionar y apoyar el trabajo en el curso, con el fin fundamental
de que los estudiantes tengan un mejor aprovechamiento de los contenidos y temas

presentados.

El contenido de este material es basico en el desarrollo del curso genérico de Célculo
II. En estas notas se han incluido diversos ejemplos en cada seccién, los cuales ilustran
explicitamente el nivel y profundidad del curso. Adicionalmente, se han incluido
ejercicios varios en cada seccién, asi como una evaluacién tipica en cada uno de los

capitulos.

Este material estd dividido en tres grandes capitulos que cubren el curso de Célculo
II. El primer capitulo corresponde al desarrollo del concepto de integral indefinida (o
antiderivada, o primitiva) y los distintos métodos de integracién. El segundo capitulo
esta dedicado al concepto de integral definida, el Teorema Fundamental del Célculo y
algunas aplicaciones de la integral definida (area, volimenes, longitud de arco y dreas
de superficies de revolucién). El tercer capitulo esta dedicado fundamentalmente a las
series numeéricas y series de potencias, complementado con el estudio de la regla de

L’Hopital (calculo de limites) y las integrales impropias.

Especial agradecimiento al Profesor Alvaro Garzén R. (Universidad del Valle) por
sus aportes para mejorar la presentacion de algunos temas y al Profesor Gilberto
Arenas D. (Universidad Industrial de Santander) por la elaboracion de las graficas

en esta version de las notas.

José R. Quintero
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Capitulo 1

La integral indefinida

En esta seccion nos proponemos definir un procedimiento inverso al proceso de
derivacion estudiado en el Curso de Calculo I, denominado Amntiderivada o

integracidn.

En primer lugar, recordemos que el proceso de derivacién consiste en asignar a una
funcién dada f una nueva funcién denominada su derivada y denotada f’, a través
del limite del cociente de Newton. De la definicién de la derivada, la correspondencia
que asigna a f su derivada f’ estd bien definida en el sentido en que f’ es determinada

de forma tunica por la funciéon f.

Para ilustrar este proceso inverso a la derivacién consideremos primero un ejemplo
sencillo. Sea g la funcién definida como g(z) = 2% + 3e 2. Observemos que g(0) = 3

y que la derivada de la funcién g viene dada por
g (x) = 327 — 672" = f(x).

Consideremos ahora el problema “inverso” asociado con la derivacion. Es decir, dada
la funcion f(z) = 3z% — 6e~2%, estamos interesados en verificar la existencia de una

funcién diferenciable g que satisfaga la ecuacion “diferencial”

Claramente en este caso sabemos que la funcion g(x) = 2® + 3e~2* satisface la

ecuacion. Sin embargo, notemos que para cada constante ¢ € R, la familia de funciones
ge(z) = 2% + 37 + ¢

es tal que g’.(r) = 322 — 6e~2%. En otras palabras, para cada ¢ € R, la funcién g.

también es solucion de la ecuacion “diferencial”
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Observemos que si estamos interesados en encontrar una solucion de la ecuacion
g'(x) = f(x) sujeta a la condiciéon g(0) = 3,
entonces es necesario escoger la constante ¢ de tal forma que g.(0) = 3. En este caso,
3=0.00)= (072 +32 D tc=34+¢c & c=0.
Como sabiamos desde el principio, la solucién del problema propuesto es la funcién
go(z) = g(x) = 2° + 372" (c=0).
Consideremos ahora el problema de encontrar una funcion diferenciable g que satisfaga

{ g'(t) =5t +10t,
g(l) =3.
Note que para cada ¢ € R, la funcién g.(t) = t° + 5t% + ¢ satisface la ecuacion
“diferencial”
g (t) = 5t* 4 10t.
Para resolver el problema, es necesario escoger ¢ de tal forma que ¢.(1) = 3. Es decir,
3=g.(1)=1)°+51)2+c=1+5+c < c=-3.
En otras palabras la solucién de la ecuacion “diferencial” ¢’ (t) = 5t* + 10t, sujeta a la
condicion g(1) = 3 es
g_3(t) = >+ 5t* — 3.
En general, dada una funcién arbitraria f definida en un intervalo abierto I, estamos

interesados en resolver el problema de encontrar una funcién diferenciable g que

satisfaga la ecuacion
(1.1) @) =f), el
La ecuacién (1.1) se denomina ecuacién diferencial ordinaria de primer orden.

Como veremos en las aplicaciones, en algunos problemas de interés, la ecuacién

diferencial (1.1) viene junto con una condicion inicial de la forma

9(z0) = yo,

lo que significa que la funcién g debe satisfacer la ecuacién diferencial y ademés g
debe tener el valor yg al ser evaluada en zy. En este caso decimos que g satisface el

problema de valor inicial

(1.2) g (z) = f(z), =xel, sujetaa la condicién inicial g(xg) = yo.
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La importancia de estudiar problemas de valor inicial de la forma (1.2) aparecen
de forma natural cuando comprendemos que algunas leyes naturales de tipo fisico,
quimico o bioldgico, son descritas mediante ecuaciones diferenciales de primer orden.
Con el fin de ilustrar lo anterior, vamos a considerar algunos modelos naturales de

interés:

= Movimiento rectilineo.
= Modelos de crecimiento/decrecimento (poblaciones, ley de enfriamiento de

Newton).

Movimiento rectilineo. Vamos a considerar una particula que se mueve sujeta a
una fuerza dada a lo largo de una linea recta con funcién posicién z(t). De nuestro
curso de Fisica basica sabemos que la velocidad de la particula v(t) viene caracterizada
como la variacion de la funcién posicion con respecto al tiempo. Es decir,
)= B0 o,
dt

Maés atin, la aceleracion de la particula a(t) viene caracterizada como la variaciéon de

la funcién velocidad con respecto al tiempo. Esto es,

o (t) = dig) — a(b).

EJEmMpPLO 1.1. La aceleracién de una particula que se mueve en un plano con
movimiento rectilineo estd dada por a(t) = 3t3 + 2t? + ¢ + 2. Calcule las funciones

velocidad v(t) y posicion z(t), sabiendo que v(0) =3 y z(0) = 5.

Solucién. Recordemos que la razén de cambio de la funcién velocidad se denomina
aceleracion. Es decir

V'(t) = a(t) =33 + 26> +t + 2.

Entonces podemos tomar como solucién a la funcién

3.4 2 1
v(t) = Zt“ + §t3 + 5152 + 2t +ec.

Con el fin de satisfacer la condicién v(0) = 3, tenemos que escoger apropiadamente
la constante c. Para ello,
2 1
3=1v(0) = 1(0)4 + §(0)3 + 5(0)2 +2(0)+c=c.
Entonces concluimos que ¢ = 3. Es decir, tendremos que la funcién velocidad es
3

2 1
v(t) = Zt4 + §t3 + §t2 +2t+3.
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Ahora, conociendo la funcién velocidad, la funcién posicion x(t) satisface
7' (t) =v(t), sujeta ala condicion z(0) = 5.

Por lo tanto,

3 1 1
z(t) = —t° + =t* + > +t* + 3t +c.

20 6 6
Ahora escogemos ¢ tal que z(0) = 5. Es decir,
3 1 1, ..
5=x(0) = %(0)5 + 6(0)4 + 6(0)3 +(0)2+3(0) +c=c.

De donde, ¢ = 5. En conclusién, la funcién posicién tiene la forma

35 1a 1z
o(t) = =15 + —t* + 3 + 12 + 3t + 5.
(t) 20 + 6 + 6 +t°+ 3t +

Movimiento rectilineo uniformemente acelerado. En este caso, vamos a
considerar un movimiento rectilineo uniformemente acelerado horizontal o vertical
sujeto a una funcién aceleracion constante. Es decir, cuando a(t) = ag, para todo t.
Para describir las ecuaciones que rigen el movimiento, vamos a suponer que la posicién
inicial z(0) y la velocidad inicial v(0) de la particula en el instante ¢ = 0 vienen dadas
por

z(0) = zo, v(0) = vo.
Iniciaremos encontrando la funcién velocidad v(t). Es decir, vamos a resolver

v'(t) = ap, sujeto aque v(0) = vp.

De nuestro curso de Calculo I sabemos que una funcién candidata a ser la velocidad
es f(t) = aot pues su derivada f'(t) = ag es constante. Sin embargo, esta funcion
no necesariamente satisface la condicion f(0) = vg. Como observamos en el primer
ejemplo, para cualquier constante ¢, la funcién v(t) = agt + ¢ también tiene derivada
constante v'(t) = ag. Para finalizar, debemos escoger ¢ de tal forma que v(0) = vp.
Es decir,
vo =v(0) = ap(0) + c=c,

y por lo tanto, la funcion velocidad viene dada como v(t) = apt + vo. Para encontrar

x(t) necesitamos resolver
2/ (t) = v(t) = apt + vy, sujeto a que z(0) = xo.
Notemos que una funcién candidata a ser la funciéon posicion z(t) es,

x(t) = %tQ + vot + 1,
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para cualquier constante ci, pues su derivada es a'(t) = agt + vg. Para finalizar,
debemos tomar ¢; de tal forma que 2(0) = x¢. Es decir,

a,
20 = 2(0) = 70(0) +00(0) + €1 = ey,

y por lo tanto, la funcion posicion de la particula viene dada por

(1.3) a(t) = %ﬁ + ot + To.

EJEMPLO 1.2. Un automovil viaja a 100 km/h cuando el conductor observa que se
ha presentado un accidente a 80 metros adelante y frena rapidamente. Determine el
valor de la desaceleracion constante que se requiere para detener a tiempo el automovil

antes de que ocurra una nueva colision.

Solucién. Recordemos que las ecuaciones que rigen un movimiento rectilineo

horizontal son

1
x(t) = §at+v0t+x0, v(t) = at +vo, x(0) =z0, wvo=0(0).

En este caso, supongamos que el movimiento se inicia justo cuando el conductor

aplicar los frenos. Es decir,
z(0) =20 =0, v(0)=1vy =100 km/h.
De modo que las ecuaciones toman la forma
z(t) = %atQ +100t, v(t) = at + 100,

Supongamos que t, es el tiempo que le toma al carro parar. Es decir, v(t,) = 0.
En otras palabras, la ecuacion de la velocidad en el tiempo de parada en t = ¢, se

convierte en
100

0=v(tp) =at, +100 < a= :
P

Dado que la posicion final en el tiempo de parada ¢, es x(t,) = 0,08 km, entonces
podemos calcular el tiempo de parada t, reemplazando el valor de la aceleracién en

la ecuacion z(t,) = 0,08, encontrando que

1100 0,08
x(tp) = —it—(tp)Q -+ 100t, = —50t, + 100t, = 0,08 & t, = ﬁ = (,0016 h.
P
1 1
Por lo tanto, la aceleracion es a = _ 100 =— 00 km/h2. Note que la aceleracion es
tp 0,0016

negativa debido a que se produce una cambio de una velocidad mayor a una velocidad

menor.
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En el caso de un movimiento vertical denotaremos la funcion posicién como y(t)
(altura) y supondremos que el movimiento se realiza hacia abajo. Si suponemos que
la tinica fuerza que acttiia sobre la particula es la gravedad, entonces la aceleracion
constante es ag = —g, donde g es la constante gravitacional (¢ = 9,8 m/seg2 0
g = 32 pies/segQ). En este caso la funcién posicion y(t) sujeta a las condiciones

iniciales y(0) = yo (altura inicial) y v(0) = vg es

(1.4) y(t) = —gt2+v0t+y0.

EJEMPLO 1.3. Si se suelta una pelota desde lo alto de un edificio que tiene 960 pies
de altura, determine el tiempo que tarda la pelota en golpear el suelo y ctal es la

velocidad con que golpea el suelo.

Soluciéon. Recordemos que las ecuaciones que rigen un movimiento rectilineo vertical

sujeto a la accion de la fuerza de la gravedad (a = —32 pies/s?) son
y(t) = —16t> 4+ vt + yo, v(t) = =32t +vo, y(0) =yo, wvo =v(0).

En este caso, supongamos que el movimiento se inicia justo cuando se lanza la pelota.

Es decir,
y(0) = 960 y v(0) = 0.
De modo que las ecuaciones toman la forma
y(t) = —16t 4 960 y v(t) = —32t.

Si t* denota el tiempo de llegada al suelo de la pelota, entonces se tiene que y(t*) = 0.

Es decir que

960
y(t*) = —16(t")> +960 =0 < *= ST V60 = 2V/15.
Por lo tanto, la velocidad final de la pelota es
vp = v(t*) = —32(2v/15) = —64V/15 pies/seg”.

En este caso, la velocidad resulta ser negativa dado que el incremento en la posicién

va de un mayor a un menor valor.



1. LA INTEGRAL INDEFINIDA 13

Ecuacion diferencial para modelos de crecimiento o decrecimiento. Los
modelos de crecimiento o decrecimiento estdn caracterizados como aquellos en los
cuales la variacion de una cantidad H con respecto al tiempo es proporcional a la

misma cantidad H. Es decir, la cantidad H satisface la ecuaciéon diferencial ordinaria

dH (1)

(1.5) =

=kH(t)

donde la constante de proporcionalidad k determina el crecimiento (k > 0) o el
decrecimiento (k < 0) de la cantidad H.

Para resolver esta ecuacion notemos que si H(t) # 0, entonces

H'(t)
H(t)

De otro lado, recordando la derivada de la funcién logaritmo y utilizando la Regla de

la Cadena concluimos que

Si definimos la funcion g(¢t) = In(H(t)), entonces tenemos que g satisface la simple

ecuacion diferencial

cuya soluciéon para cualquier constante ¢ tiene la forma
g(t) =kt + c.
En otras palabras,
gt) =In(H(t)) =kt +c < H(t) = emHO) = ghtte — cepht — ¢ oFt

donde ¢; = e€ > 0. Esto es, la solucién de la ecuaciéon diferencial

dH(t)
—= =kH(t).
o (t)
tiene la forma general H(t) = cie®’, donde ¢; es la constante positiva dada por

C1 = H(O)
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Modelos poblacionales. Consideremos un modelo de poblaciones en el cual las
tasas de nacimiento y mortalidad son constantes. En este caso tenemos que la variacién
de la poblacién P es proporcional a la poblaciéon P. Es decir, para alguna constante
k, la funcién poblacion P satisface la ecuacion diferencial

dP(t)

(1.6) — = kP

De la discusién anterior, la solucién tiene la forma P(t) = c;e*. Més aiin, ¢; = P(0).

De modo que la solucién tiene la forma P(t) = P(0)e*t.

EJEMPLO 1.4. Una poblacion P(t) de bacterias presente en una cuerpo infectado crece
a una tasa proporcional a su tamano (P’(t) = kP(t) con k > 0). A primera hora en
la manana la poblacién era de 100 000 bacterias y dos horas después era de 5000 000
bacterias. Determinar el numero de bacterias presentes en la infeccion un dia después
(24 horas). Si el namero de bacterias méxima que puede resistir el cuerpo infectado

es de 10°°, determine el niimero de horas de vida que tiene el cuerpo infectado.
Solucién. De la discusion anterior, P(0) = 100000, P(2) = 5000000 y el namero de
bacterias en el tiempo ¢ es

P(t) = P(0)e* =100 000e*".

Para resolver completamente el problema necesitamos calcular el valor de k. Dado

que P(2) = 5000000, entonces
P(2) = 5000000 = 100000e** < e* =50 < " =/50.
En consecuencia,
P(t) = 100 000" = 100 000(e*)* = 100000(v/50)* = 100 000(50)3 .

Asf que P(24) = 100 000(50'?) = 512107 es el ntimero de bacterias un dia después del
inicio de la infeccion. Finalmente, el nimero de horas de vida tyg que tiene el cuerpo

infectado satisface la ecuacion P(ty) = 10°°. Es decir,

90

P(to) = 10°° = 100000(50) % = 10 &« (50)F =10%° < tg= —— .
(t0) (50) (50) 0= T
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Ley de enfriamiento de Newton. La ley de enfriamiento de Newton establece
que la variacion de la temperatura 7' de un cuerpo es proporcional a la diferencia
entre la temperatura T' y la temperatura del medio ambiente T'4. Es decir, la funci6n

temperatura T satisface la ecuaciéon diferencial

(1.7) dq;—it) = k(T —T).

Note que esta se puede resolver mediante una sustituciéon simple que la transforma
en la ecuacién general del modelo de crecimiento/decrecimiento presentado

anteriormente. En efecto, definamos G = T — T4. Entonces G satisface la ecuacion

diferencial
dG(t)
—— =kG(1).
o (t)
Asi que para alguna constante positiva ¢, la solucion tiene la forma, G(t) = ce” (en

realidad ¢ = G(0)). En consecuencia, la temperatura del cuerpo viene dado por
Git)=ce & TEt)-Ta=ce & T(t)=ce +Ta.

Notemos que T(0) = ¢+ T. Es decir que ¢ = T'(0) — Ta.

EJjempLO 1.5. Un pastel se saca del horno a 350 grados F y se deja enfriar en una
habitacion a 75 grados F. Si la temperatura del pastel descendié en media hora a 200
grado F. Determinar la temperatura tres horas después de haber sacado el pastel del

horno.

Solucién. De la discusién anterior,

dT (%)

T:k(TfTA), T(t)=ce™ +Ta vy c¢=T(0)—Ta.

En este caso, la temperatura ambiente es T4 = 75, T(0) = 350, T'(3) = 200. Estamos
interesados en determinar T'(3). Ahora, ¢ = T(0) — T4 = 350 — 75 = 275. Por lo tanto,

la temperatura 7T'(t) en cualquier instante ¢ es
T(t) = ce™ + Ta = 275eM + 75.

Para determinar 7' completamente debemos calcular k. Para ello usemos la condiciéon

T (3) = 200. Es decir,

[MEa

2
1 k : 125 5 5
T|=)=275e2 +75=2 -7 _ 2 kE _ )
(2) 75e2 + 75 00 & e o7F 11 & e = (11)
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De donde concluimos que
5\ 2
T (t) =275 <ﬁ> —+ 75,

y la temperatura tres horas después es

6
5
T(3) = 275 (ﬁ> + 75 ~ T7,425°F.

Ejercicios

1. Resuelva las ecuaciones diferenciables con condiciones iniciales

dg ds
a) - =2h+1 g(0)=3. b) 7 =VE s(4)=0

dw 1 dr 3 2

dr dR 1

— = — 1 3. = 2 — = N 1 = 9.
) E=-1% ) £ G == ROT=3

2. Luis arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una velocidad inicial de 97
pies/seg. (A qué altura sube la pelota y por cuanto tiempo permanece en el aire?

3. Mauricio suelta una piedra a un pozo; ésta llega al fondo 3 segundos después. ;Cual
es la profundidad del pozo?

4. Oscar arroja una pelota hacia arriba, con una velocidad inicial de 48 pies/seg,
desde la parte superior de un edificio de altura 160 pies. La pelota cae al suelo
en la base del edificio. ;Cuanto tiempo permanece la pelota en el aire y con qué
velocidad golpea el suelo?

5. Se suelta una pelota desde lo méas alto del Empire State Building, a 960 pies de
altura sobre la calle 34. ;Cuanto tiempo tarda la pelota en llegar a la calle y con
qué velocidad la golpea?

6. Jhon arroja una piedra hacia arriba, desde el suelo. La piedra alcanza una altura
maxima de 225 pies de altura. ;Cudl era su velocidad inicial?

7. Nicolas arroja una pelota de tenis hacia arriba, desde la parte superior de un edificio
de 400 pies de altura con velocidad inicial vy = 80 pies/seg. ; Cuanto tiempo tarda
la pelota en llegar al suelo? ;Con qué velocidad golpea el suelo?

8. Se arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una velocidad inicial de

160 pies/seg. ;Cual es la altura maxima que alcanza la pelota?



10.

11.

12.

13.

14.
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Valeria arroja una pelota de béisbol hacia abajo, con una velocidad inicial de
40 pies/seg, desde lo alto del monumento a Washington, de 555 pies de altura.
;, Cuénto tarda la pelota en llegar al suelo y con qué velocidad lo golpea?

Se suelta una bomba desde un globo a una altura de 800 pies. Directamente debajo
del globo, se lanza un proyectil hacia arriba, hacia la bomba, exactamente dos
segundos después del lanzamiento de la bomba. ;Con qué velocidad inicial debe
dispararse el proyectil para que choque con la bomba a una altura exacta de 400
pies?

Un auto que viaja a 60 millas/hora (exactamente 88 pies/seg) se desplaza 176 pies
después de aplicar sus frenos. La desaceleracion que proporcionan los frenos es
constante. ;Cudl es el valor de ésta?

Una poblacion de bacterias crece a una tasa proporcional a su tamafio. Al principio
es de 20000 y después de 10 dias es de 30 000.

a) Determine la poblacion después de 30 dias.

b) Cuanto tardara la poblacion de bacterias en triplicarse?

Un termometro registr6 —20 grados centigrados en el exterior y después entré a
una casa en donde la temperatura era de 24 grados centigrados. Después de 5
minutos, el termoémetro registr6 0 grados centigrados. ; Cuando marcara 20 grados
centigrados?

Modelo de mezclas. Considere un tanque con un volumen dado V; el cual
contiene una solucién. Un problema simple de mezclas consiste en vertir en el
tanque una sustancia a una razoén y drenar la mezcla a una cierta razon. Si
suponemos que S(t) representa la cantidad de sustancia en el instante ¢, entonces
se puede mostrar que la variacion de la cantidad de sustancias S’(t) viene dada

por una ecuacién diferencial de la forma,

(1.8) —— =a(t) = pt)S(),

para algunas funciones a y 3, que dependen de las razones de entrada y salida, y
del volumen en el tiempo ¢. Si suponemos que la razoén de entrada r. y la razén de
salida rs de la sustancia son constantes iguales. Entonces, el volumen en el tiempo

t es constante e igual a V = Vj. Ademas,

de it) = (razoén de entrada) — (razon de salida),
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donde

razén de entrada = (concentraciéon de entrada) - (rapidez de entrada)

Similarmente tenemos que

razén de salida = (concentracion de salida) - (rapidez de salida)

[ S(t) kg \ (s kg
B < Vo WS) (min - \W 5() min
_ kg
=B5(t) (min> ’

De donde S satisface la ecuacién diferencial

ds(t)
BT a— BS(t),

con « y [ constantes. Muestre que este modelo se puede reescribir apropiadamente

como
ds(t)
dt

Muestre que la cantidad de solucion S(t) viene dada por

= —B(S—Sa), donde Su= %

S(t)=ce P+ 84 =ce Pt + %,
donde ¢ = S(0) — S4 (utilice la féormula para la ley de enfriamiento de Newton).

Considere un tanque de volumen V5 = 5000 litros de agua que contiene 50 kg de
sal. Si al tanque se le vierte salmuera que contiene 0.05 kg de sal por litro de agua,
a una razén de 50 litros por minuto, y si se drena del tanque solucién con una
rapidez de 50 litros por minuto, determine la cantidad de sal que permanece en el

tanque después de media hora.

1.1. Antiderivadas

DEFINICION 1.6 (Antiderivada). Diremos que la funciéon F' es una antiderivada o

una primitiva para la funcién f en un intervalo abierto I, si F satisface la ecuacién
(1.9) Fl(z) = f(2),

para todo x € I.
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Observemos que si una funcién f tiene una antiderivada o primitiva F, entonces
sabemos que en realidad tiene infinitas antiderivadas o primitivas, pues para cada

constante ¢ € R, la familia de funciones

también es una antiderivada o primitiva de f. De otro lado, supongamos que f
tiene antiderivadas g y h sobre un intervalo abierto I. Entonces nos preguntamos
que relacion existe entre g y h. Notemos que ¢'(z) = f(z) y h'(z) = f(x) sobre el

intervalo abierto I. Por lo tanto, la funcion H = g — h es tal que
H'(z) =g'(z) = W(z) = f(z) — f(z) =0, z€l

Como consecuencia de lo anterior, H debe ser una funcién constante sobre I, dado

que I es un intervalo abierto. Es decir, existe una constante ¢ € R tal que
H(z)=¢, z€l & g(x) =h(x)+ec, zel

En otras palabras, hemos demostrado el siguiente resultado que caracteriza la

antiderivada general para una funcién dada.

TEOREMA 1.7 (Antiderivada general). Si F' es una antiderivada para f sobre
el intervalo abierto I, entonces para toda constante ¢, F(x) + ¢ también es una
antiderivada para f sobre el intervalo I. Mds ain, si ' y G son antiderivadas para
f en un intervalo abierto I, entonces F(x) — G(x) = c¢ sobre I, donde ¢ es una
constante. En otra palabras, la antiderivada mds general para f sobre un intervalo
abierto tiene la forma F(z)+ ¢, donde F es una antiderivada cualquiera para f sobre

el intervalo 1.

DEFINICION 1.8 (Integral indefinida). Llamaremos integral indefinida de f sobre

un intervalo abierto I, denotada como

/ f(x) da,

al conjunto de todas las antiderivadas o primitivas de f sobre I.

Como consecuencia de la definicion de integral indefinida y el Teorema 1.7,

/f(ac)dm:F(ac)—i—c

donde F' es una antiderivada o una primitiva y ¢ € R.
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OBSERVACION 1.9. Note que los siguientes hechos muestran formalmente como la
antiderivacion y la derivacién son procesos esencialmente inversos. En efecto, si F' es

una antiderivada de f, entonces la antiderivada general de f viene dada por

/f(:c) de = F(z) +c.

Por lo tanto,

4 < / f) dw) = L (F() +0) = F'(a) = fo).

De otro lado, si f es diferenciable se tiene que

/f’(:c)d:c:f(:c)+c, c€ER,

dado que la funcion f es una antiderivada de f’.

EJjemMPLOS 1.10. Encontrar una antiderivada para las siguientes funciones dadas
a) h(y) =3y + 4y + 6. b) wu(z) = cos(z). c) w(z)=e*+3.
Solucién. a). Estamos interesados en encontrar una funcion diferenciable g tal que
g (y) = 3y* + 4y + 6.

En este caso, por simple inspecciéon observamos que g(y) = 3° + 2y? + 6y es una
antiderivada de h(y) = 3y + 4y + 6. Mas atn, la funcién g1 (y) = y* + 2y + 6y + 2

también es una antiderivada de h. ;En qué se diferencian estas dos funciones?

b). Queremos encontrar una funcién g cuya derivada sea u(x) = cos(z) y sabemos
que la funciéon g(z) = sen(x) es tal que

— sen(z) = cos(z).

< sen(r) = cos(z)

Por lo tanto, podemos concluir que g(xz) = sen(z) es una antiderivada de la funcion

u(zx) = cos(x).

c). Recordemos del curso de Calculo I que la derivada de la funcién exponencial
h(z) = e* es la misma funcion exponencial. Es decir, h'(z) = e* = h(z). Por lo tanto,
una antiderivada de la funcién w(z) = e* + 3 es la funcion ¢1(z) = e* + 3z + 1, como
también lo son las funciones g2(z) = €* + 32 + 3, 0 ga(z) = €* + 3z + 4, o de forma

general jg.(z) = ?
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Utilizando las propiedades de linealidad para funciones diferenciables, es posible

obtener las siguientes propiedades de linealidad para antiderivadas.

TEOREMA 1.11 (Propiedades de linealidad).
3 [lf@) + g@)de = [ fa)da+ [ go)do.
b) /af(x)dx = a/f(x) dx.

EsempLO 1.12. 1.- Determinar la antiderivada general o integral indefinida para las

funciones dadas.
a) f(z)=2. b) g(z) = 42° + 3.
d) i(z) = sen(4z) — 222, e) k(y) = cos (%) —3y~=.

2.- Resolver la ecuacién diferencial con condicion inicial

d
d—y =423 — 22+ 3, sujeto a la condicién inicial y(2) = 10.
x

Solucién. 1.- a) La integral indefinida de la funcion f(x) = 2 se simboliza como

/2 dx. En este caso, para ¢ € R,

/2dazz2/1dmz2x+c.

6
2
/(4x5+3)dx—4/x5dx+3/1d:v—4<%>+3x+c—§x6+3x+c.

b) Para ¢ € R,

c) Para c € R,
2 u?

/—1du= /u_%du=2<T>+c=4u%+c.
uz2 5

d) Para c € R,

_ 2z
/(sen(4z) —2e*)dz = Zoosdz) _ 2 (%) +c= —i cos(4z) — e** +c.
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e) Para c € R,

/(cos (%) —3y_%) dy = 5sen (%) —3% + ¢ = 5sen (%) —Qy% +c.

2) Recordemos que resolver la ecuacion diferencial Z—i = 423 — 22 + 3 es equivalente a
encontrar una antiderivada y(z) para la funcion f(z) = 423 —2x+3. En este caso, para
toda constante c, la antiderivada general de f tiene la forma y(z) = 2* — 2% + 32 + c.
Finalmente, queremos una solucién de la ecuacion diferencias, sujeta a la condicion

inicial y(2) = 10. por tanto, debemos escoger ¢ tal que

y(2)=2*-224+3(2)+c=10 & c=-8.

4

En otras palabras y(z) = 2% — 22 + 32 — 8 es la solucién deseada.

EsempLO 1.13. En el siguiente ejemplo vamos a visualizar de forma geométrica qué
relacion existe entre la grafica de f y la grafica de una de sus antiderivadas. Mas

concretamente, considere dada la grafica de una funcion f.

_3 o T——0] 1 2 3 x

Figura 1.1.1: Grafica de la funcion f.

a) Hacer un bosquejo de la gréfica de una antiderivada G para funcion f tal que
G(0) =0.

b) Hacer un bosquejo de la grafica de una antiderivada H para funciéon f tal que
H(0) =2.

Solucién. a) En primer lugar, si G es una antiderivada de f, entonces G’ (x) = f(x).
Para hacer un bosquejo de la graficas de la antiderivada G, debemos tener en cuenta
que los puntos criticos de G corresponden a puntos zp en donde f(zg) = 0, pues
G'(x0) = f(zo) = 0. Ademaés, sobre los intervalos donde f(z) > 0 tenemos que G

es estrictamente creciente, dado que G’(x) = f(x) > 0. De forma anéloga, sobre los
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intervalos en donde f(x) < 0, entonces G es estrictamente decreciente, puesto que

G'(z) = f(x) < 0. Ademas recordemos que G(0) = 0.

En este ejemplo, la funcién f tiene dos ceros en x1 = —1 y o = 1. Asi que G tiene
dos puntos criticos 1 = —1 y x5 = 1. Ademas, f(x) > 0 para z > 1. Por lo tanto,
G es creciente para x > 1. De otro lado, f(z) < 0 para —1 < z < 1. Asi que G es
decreciente en el intervalo (—1,1). Del criterio de la primera derivada, se tiene que G
tiene un valor minimo en x = 1. Ahora, para z < —1, la funcién f es positiva, y por lo
tanto, G es creciente. Como consecuencia, la funcién G debe tener un valor méximo

en £ = —1. En resumen tenemos:

(—o0,=1) | (-1,1) | (1,00)
f + - +
G /! N /!

En conclusion, la grafica de la antiderivada G; para la funciéon f tal que G(0) = 0

debe tener la forma siguiente.

y .
\\\ 3 | ///
\
\\ /Y= f(l')
\ /
N 2 | %
\, //
\\\ //
\ 4 _
. 1 S y=G(z)
N >
. s
L ! /tw\ el f !
-3 —1~.0)| == = 2 3 T
—1 kL

Figura 1.1.2: Gréfica de la antiderivada G con G(0) = 0.

b) En este caso debemos recordar que si G y H son antiderivadas de f, entonces
se tiene que H(z) — G(z) = C, para alguna constante C' € R. Puesto que estamos
interesados en una antiderivada H para la funcion f tal que H(0) = 2, entonces
2 = H(0) = G(0)+C. Es decir que C = 2, pues G(0) = 0. Méas aun, H(z) = G(z)+2.
Por tanto, la grafica de H es la grafica de G subida dos unidades sobre el eje y (ver

Figura 1.1.3).
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Figura 1.1.3: Graficas de las antiderivadas G con G(0) =0y H con H(0) = 2.

Es importante para el desarrollo de los temas posteriores, tener muy presente el

siguiente listado basico de antiderivadas estudiadas en el curso de Calculo I.

Formulas de Antiderivadas

xr 1
z' dr = +ec, r# -1 /—dx:1n|x|+c.
r+1 x

1
sec(kz)dz= Eln [sec(kz)+tan(kz)|+c.

/

/ /

/ /

[soctin= "t e[

[sctiopanthsyis = Lt e, [ i) o o = ~ sy v
/ /

/ /



1.1. ANTIDERIVADAS

= —cscH(t) + e

1 . 1
/r - dy = sec” " (y) +c. /7|t| — dy
/ \/1%_22 dz = arcsin(z) + ¢ (arcsin(z) = sen™'(2)).

/ \/% dz = —arccos(z) + ¢ (arccos(z) = cos™*(2)).

Ejercicios

1.- Determine las siguientes integrales indefinidas

a) /(3u2 +2u+1) du.

c) /(%+2w3/2—1) dw.
e) /<\3/x_2+ \4;;_5> da.

o [7dn b [+ 1)ty

22 —3t3 4+ 5
i = = ) de
) | ( 7 )

I / (5 cos(10t) — 10 sen(5t)) dt.

b) /(1 — 222 +32%) dz.

d) /(gzww) dz.

f) /(42'3 — 42+ 6)dz.

i) /\/F(l —r)2dr.

k) /(95 +11)° ds.
1 7

i) /(3 cos(mt) + cos(3mt)) dt.

2.- Resuelva las ecuaciones diferenciables con condiciones iniciales

dg ds
a) - =2h+1; g(0)=3. b) %7\/{5, s(4) = 0.

ds 1 dg 2

& _ . 2) = —1. —= =3h3+ =; 1)=1
<) Vi+2 5) G =3 9
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dg 1

dg 3. _ _ )
e) = =(h—1)% g(0)=2. f) FTAR et

o g(17) = 3.

3.- Dada la grafica de la funcion f sobre un intervalo I, haga un bosquejo de la grafica

de una antiderivada F para f sobre el intervalo I.

a) Y b) Yy

1 oy =f(x) 1 y=f(o)
-3 =2 1 0 1 2 3 T -3 2 - 0 1 3z

-1} -1
c) Y d) Yy

y = f(z)
1 -

-3 -2 -1 0 1 2 3 T -3 -2 -1

—1 } —1 }

1.2. Técnicas de integracion

En la seccion anterior describimos el proceso de integracién como aquel que nos
permite resolver el siguiente problema: Dada una funcién f(z), encontrar una
familia de funciones del tipo F(z) + ¢ donde F'(z) = f(z) y ¢ € R es una

constante arbitraria.

Una vez planteado el problema a resolver, surgen dos preguntas naturales; la primera
es: Dada una funcion f(z), jes siempre posible encontrar dicha familia de funciones
que satisfagan las condiciones requeridas?, y la segunda: Si existe una tal familia,

icomo encontrarla?, es decir como exhibir una antiderivada para f(x).
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En esta seccién nos centraremos en responder a la segunda pregunta. Para lograr este
objetivo, vamos a presentar algunas técnicas para el calculo de integrales indefinidas
para encontrar antiderivadas en algunos casos especiales, entre las que se encuentran:
método de sustituciéon, método de integracién por partes, integrales trigonométricas,

fracciones parciales y sustituciones trigonométricas.

1.2.1. Meétodo de sustitucion. Uno de los métodos mas simples usado en el
calculo de integrales indefinidas consiste efectuar una sustituciéon o cambio de la
variable de integraciéon. Con el fin de ilustrar esta técnica, calculemos la siguiente

integral indefinida
I= /(4x—|— 1) da.
Debemos observar en primer lugar que si hacemos y = 4z + 1 vemos que el integrando

es la composicion de y con la funcién f(y) = y3. Asi que podemos intentar dar

una respuesta inmediata a este problema dado que la integral f(y) = y% tiene como
4

3y
antiderivada la funcion F(y) = % + c. Si intentamos usar este resultado de una

manera desprevenida, obtenemos que

dz +1)3
I:/(4x+1)%d:ﬂ:w+c,

lo cual nos produce una respuesta incorrecta puesto que al derivar la anterior igualdad

en ambos lados concluiriamos que
(4o +1)5 = 4(dz + 1)5.

Este error se presenta debido a que olvidamos que el integrando es una composicién
de funciones f(y) = y3 con la funcion u(z) = 4z + 1, la cual tiene al factor 4 como
su derivada interna. Para evitar cometer este tipo de errores, realicemos la siguiente
sustitucion u = 4x + 1. Note que Z—Z =4, lo cual escribiremos como du = 4 dz. Por lo

tanto, dr = %du. Reemplazando la variable u por la variable z, y expresando dz en

1 1\ us 3 s

3

términos de du,

I:/(4x+1)%dx:/u

Utilizando argumentos similares, pero un poco mas sofisticados podemos encontrar la

w
I= | —— dw.
/w2+4 v

W=

siguiente integral indefinida
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En este caso, definamos v = w? + 4. Entonces j“ = 2w, que puede ser reinterpretado
como
dv = 2w dw.

Por tanto, al realizar la sustitucion de la variable w por la variable v encontramos que

w 1 2w 1 /1 1 1 )
/—w2+4dw*§/w2—+4dw*5/;d”*51nlvl+cf51n<w +4)+e

En general, utilizando la regla de la cadena se puede ver directamente que,

TEOREMA 1.14. Si g es una funcion diferenciable, entonces

[ #ang ) da = [ ) du

Mds ain, si F es una antiderivada de f, entonces F(g(z)) es una antiderivada de

flg(x))g'(x), y

Demostracion. Consideremos la sustitucion v = g(x). Entonces, du = ¢'(x) dx. Por

[ o dw—/f ) du.

Sea F' una antiderivada de f. Es decir, F'(z) = f(z). Ahora de la regla de la cadena,

% (F(g(x))) = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g' (z).

lo tanto,

Por lo tanto,

[ #a@)g@)ds = [ 1 (Plo@)) dz = Flg(w) +C.

En otras palabras, F'(g(x)) es una antiderivada de f(g(x))g’(x).

OBSERVACION 1.15. Antes de considerar los ejemplos es muy importante mantener
en mente que de acuerdo con el Teorema 1.14, para aplicar el método de sustitucion
es necesario cerciorarnos de que el integrando de la integral a calcular tenga la forma
f(g(x)) - ¢’'(x) para unas ciertas funciones f y g. Mas concretamente, la derivada de

la funcion y = g(x) debe hacer parte del integrando.

EJEMPLOS 1.16. 1.- Las siguientes funciones tienen la forma cf(g(z)) - ¢’(z) para

algunas funciones f y g,

a) F(x)=e"sen(e”). b) G(z) =
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2.- Calcule las siguientes integrales indefinidas o antiderivadas
a) L/k54—3x)*1/3dx. b) [ 22324 + 24z

c) /COS4(U}) sen(w) dw. d) se(ﬁ%\/g) ds.

3) Considere la integral indefinida en la variable w
I= /wG\/w3 + 2dw.

Si 22 = w3 + 1, expresar la integral indefinida I en términos de la variable z.

Solucién. 1.- a) Primero que todo siempre debemos concentrarnos en la parte mas
compleja de la expresion, que en este caso es sen(e®) y dejamos de lado por ahora
el resto. Si consideramos las funciones f(y) = sen(y) y g(z) = e® observamos que

¢'(x) = e*. Por lo tanto, F(z) = e®sen(e”) tiene la forma F(z) = f(g(x)) - ¢'(x).

b) El caso G(x) parece ser un poco mas complejo, pero todo depende de

oz

142t

las escogencias que se realicen. Para empezar notemos que G(z) = z (1+—4> Si
x

2

hacemos g(z) = 2? vemos que ¢'(z) = 2z. De donde z = 1 ¢/(z). Por lo tanto,

GOla) = y7mg =2 (ﬁ) - <T1302>2> - 3910 <W1<:c>>2>

vemos que G(z) = 4 f(g(x))g' (x).

N}

Por lo tanto, si defini =
or lo tanto, si definimos f(y) 1+ 42

2.-a) Sea I = /(5 — 3z) 5 dx.

Haciendo la sustitucién v = 5 — 3z, tenemos que du = —3 dz. Por tanto, sustituyendo

la integral inicial se transforma en

3) 3 3\ —3+1

1 1 2
—+C’=—§u%+c=—§(5—3x)3 +ec.

En consecuencia,
1 1 2
/(5 —3x)75dx = —5(5 -3z)° +ec

;Puede usted verificar que la integral esta bien calculada?
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b) Sea I = [ 22°/32% 4 2dz.

Haciendo la sustitucién w = 3z% + 2 tenemos que dw = 12z3dz. Por lo tanto,

sustituyendo la integral inicial se transforma en

dw 1 1 1 w%"‘l
Vol —=)=2 sdw = =
/w(6> 6/w w 6<%+1>+C

En consecuencia

Nuevamente, ;cémo se puede verificar que la integral esta bien calculada?

c) Sea I = /0054(w) sen(w) dw.

Consideremos la sustitucion p = cos(w). Entonces, dp = —sen(w)dw. Por lo tanto, la
integral se transforma en

1 1
/0084(w) sen(w)dw = — /p4dp = —3p5 +c= —x cos®(w) + c.

2
sec” (/s
d) Sea I = Mds.
NG
Esta es otra integral en la que se puede utilizar el método de sustitucion. En efecto,
1
sea r = /s. Entonces, dr = ——=ds. De esta forma tenemos que

2V/s

Se(g%\/g)ds = 2/8662(7“) dr = 2tan(r) + ¢ = 2tan(y/s) + c.

3.- Sea 22 = w3+1. Entonces, z = Vw3 + 1, w?+2 = 2241y w = V22 — 1. Derivando
z con respecto a la variable w obtenemos que

dz 1, 4 1,0 9y 3,3 ~1 9 _ 3,3 —1 9
o= 5@ D)) =S+ )T e de =S+ 1) w? dw.

Esta ultima féormula se puede reescribir como %zdz = w? dw. Por lo tanto,

I:/w5\/w3+2dw:/w3\/w3—|—2(w2dw):%/2(22—1) Vz2+1 dz.
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Ejercicios

Evalte las siguientes integrales indefinidas.
1. /(y+1)6 dy. 2. /(4—32)7(12. 3. /(y2+2y+1)4(y+1)dy.

4. /sen(mf + 1) dt. 5. /r\/ r2 —1dr. 6. /sec(29) tan(26) do.

~

: /r\/2 —3r2dr. 8. /fugx/ vt + 1dv. 9. /(2+x2)\3/ 6x+a3 dx.
10. /22 cos(22°) dz. 11. /cosg(s) sen(s) ds. 12. /tan3(9) sec?(6) db.

2
13 T 15. /(widw.

dy
A v )
1.2.2. Meétodo de integraciéon por partes. En esta seccién desarrollaremos un
método de integracion el cual nos permitird, en muchos casos, resolver integrales
de un grado de dificultad mayor a las estudiadas hasta ahora. El método, llamado
integraciéon por partes, nos permitird reemplazar una integral dada por otra que
esperamos sea mas sencilla de calcular que la primera. El método de integracién
por partes est&d basado en la regla de derivacién del producto, la cual establece para
funciones diferenciables que
d
o f@)g(@)] = f(2)g(z) + f(2)g ().

Por lo tanto, tenemos que

[ 2 U@t do = [ @g(@) + 119/ @) ds
— [ F@gte)dz+ [ fog ) da,

0 equivalentemente,

[ @@ s = [ Z15@g@)] da - [ f)gta)da.

Dado que por definicién se tiene que fg es una antiderivada de (fg)’, entonces

[ 5 g do = f@)gla) + e
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De modo que incluyendo la constante ¢ en una de las integrales indefinidas, podemos

escribir la siguiente férmula denominada integracién por partes,
[ 1@ (@) dz = f@)g(a) - [ £@)gla)da
Maés aun, si realizamos las sustituciones u = f(z) y v = g(z), entonces obtenemos que
du= f'(z)de y dv=g'(z)dx.

Reemplazando en la integral anterior obtenemos la denominada férmula de

integraciéon por partes

(1.10) /udv:uvf/’udu.

La férmula de integracién por partes se debe interpretar como una manera de cambiar
la integral / udv por la integral / vdu. En ocasiones, dependiendo de una apropiada
escogencia, la segunda integral en la férmula de integracion por partes (1.10) es més

simple de calcular que la primera integral.

Para entender como funciona la férmula de integracion por partes para el calculo de
una integral indefinida de la forma / h(z) dzx, es necesario definir funciones u y v de

tal forma que h(z)dx se pueda descomponer de la siguiente forma:
h(z)dx = udv.

Note que esta descomposicion requiere conocer la funcién v dado que en el lado derecho
de la formula de integracion por partes (1.10) es necesario calcular el producto u-v y
la integral indefinida [ vdu. Por lo tanto, la escogencia de las funciones u y v debe

hacerse de tal forma que:

* gea facil calcular la integral indefinida v = / dv, y que

* la integral indefinida / v du sea mas sencilla de calcular que la integral indefinida

/udv.

EJEMPLOS 1.17. 1.- Calcular la integral indefinida I = /xcos(x) dz.

Solucién. Para calcular la integral definida vamos a utilizar la formula de integracion
por partes. Como hemos discutido, para utilizar la férmula de integracién debemos

primero determinar la funcién v mediante la integral indefinida v = / dv. En este
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caso, podemos realizar las sustituciones u = z y dv = cos(z) dz. Entonces, du = dz y

v = sen(z). Por lo tanto, utilizando la formula de integracion por partes tenemos que
/:r,cos:r,d:c =zsenx — /senxdx =xsenx + cosx + c.

Los siguientes ejemplos ilustran la necesidad de escoger de una manera conveniente
las funciones u y v con el fin de no llegar a integrales de mayor complejidad que la
inicial.

2.- Calcular la integral indefinida I = /xe% dz.

Solucién. De nuevo utilicemos la formula de integracion por partes. Recordemos que

la escogencia mas importante es dv pues v = [ dv.

2z

Sustitucion 1. Tomemos por ejemplo dv=xzdr y u=e De modo que

/xe% dx = /udv. En este caso,

1
v:/dv:/xdazzixz vy du=2e**dx.

Utilizando la férmula de integracién por partes encontramos que

/xe%dxz/udvzuv—/vdu
= 199262“’ -2 <1> /x262“’ dx.
2 2

Note que la ‘“nueva”’ integral resulté del mismo tipo, pero relativamente maés
complicada que la integral inicial. Esto no significa que se haya cometido algin error

sino que la sustitucién no era la apropiada.

Sustitucion 2. Tomemos dv = e**dz y u = z. De modo que /xe% dr = /udv.

1
Uz/dvz/e%dac:?a% y du= dz.

Utilizando la féormula de integracion por partes encontramos que

/xehdaz:/udv:uvf/vdu
1 1
= 53062” — (5) /62‘” dx

1 1
= —xe?® — (—) e* 4 C.

En este caso,

2 4

3.- Calcular la integral indefinida I = / z?e %dz.
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Solucién. Recordemos que debemos realizar la descomposicion / ?e Cdr =
wdv. Consideremos las sustituciones v = 22 y dv = e~ dz. Entonces du = 2z dx

yu= / dv = /e‘x dx = —e™”. Por lo tanto, utilizando la férmula de integracion

por partes encontramos que

/xQe*z dr = —2%e ™ + 2/99671’ dx.

Notemos que la integral / xe ¥ dx, se puede calcular de igual forma utilizando

integracion por partes. En este caso, hagamos u = z 'y dv = e~ * dx. Entonces tenemos

x

que du = dx y que v = —e~* (ver arriba). En consecuencia,

/xQeﬂ: dr = —z%e ™ + 2/3067“’ dx
= g% " 42 (—xe‘x + /e_x dx)

= g% — 2z *— 2"+ C

—e (2% + 22 +2) + C.

4.- Calcular la integral indefinida I = /t2 In(t) dt.

Solucidn. En este tipo de integrales la mejor sustitucion es u = In(t) pues du = % dt.
En este caso tenemos que dv = ¢2 dt. Por tanto, v = 1¢3. Reemplazando en la férmula

de integracién por partes tenemos que,

/t2 In(t) dt = %ﬁ In(t) —/(%t?%) dt

1 1
= t3n(t) — = [ t3dt
3t In(t) 3/

Il
w
~
w
7N
—_
=]
=
S~—
\
|
~
+
Q

5.- Calcular la integral indefinida I = /1)3\/ 1 —v2dv.

Solucién. Consideremos primero la sustituciéon méas simple. dw =v*dv ¥y
u = v/1 — v2. Entonces obtenemos directamente que

du = ——— dv y w= "

V1—02
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Utilizando la formula de integracion por partes,

/UBMdv:uw—/udw
viV1 =02 v

- 4 + / 4 V1—12 dv
vi/1 =02 n / v o

4 41 =02
Recordemos que el objetivo de utilizar la formula de integraciéon por partes consiste en
transformar la integral inicial por una integral “mas simple”. Notemos que la integral
de la derecha tiene la misma estructura de la integral de la izquierda, e inclusive parece
mucho més dificil. Lo anterior muestra que es necesario efectuar varios intentos antes

de encontrar la sustituciéon apropiada.
Ahora consideremos otra posible sustitucién. Tomemos dw = vv/1 —v2dv y u = v2.

Entonces,
1
du=2vdv y w= —5(1 —0?)3/2,
Utilizando la férmula de integracién por partes,
/03\/1 —v2dU=uw—/udw
_ 7102(1 3/2 2/v 3/2 dv
3 3

e Q) (Jo-erae

2
=021 —0?)%2 - E(l — %)% 4 C.

OBSERVACION 1.18. Esta integral también se puede calcular utilizando una sustitucion
directa. En efecto, consideremos la sustitucién z = 1 — v2. Entonces, dz = —2v dv. Por

lo tanto,

/1)3\/171)2(&):/1}2\/171)21)(&)

o ()4 fir

1 <2 3/2 5/2) L C

2\3 5

1 1
— 75(1 o ,02)3/2 + 3(1 o 1)2)5/2 + C.

Verifica que en realidad estas respuestas son iguales.
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Ejercicios

1.- Utilice la integraciéon por partes para calcular las integrales de los siguientes

problemas.
a) /yer dy. b) /wsen(w) dw. c) /TCOS(3’I“) dr.

d) / s31In(s) ds. e) / arctany dy. f) / Vylnydy.

g) /(1nz)2dz. h) /t\/t+—3dt. i) /xf’\/m(zx_

j) /CSC3(9)d9. k) /ZQarctan(l)dl. 1) /secfl(\/l_f)dt.
m) / tan—(VF) dk. n) / m csc?(m) dm. i) / £ cos(2) dt.

0) / in—\/;dr. D) / w cos(hw) duw. Q) / 22 sen(nz) d.

2.- Utilice integracion por partes para verificar las siguientes formulas

a) /t”et dt =t"e! — n/t"Ae1t dt.

b) /(lnt)" dt =t(Int)" — n/(lnt)”*l dt.

(cos(t))"tsen(t) n-—1

c) /(Cos(t))" dt = + /(Cos(t))”*2 dt.

n n

d) /t” cos(t)dt =t"sent —n / t" L sen(t) dt.

(sen(t))""tcos(t) n-—1

e) /(sen(t))” dt = — + /(sen(t))”*2 dt.

n n

1 : n—1
f) /t”e*tg dt = 515”*1@42 + nT /t"*ze*tg dt.

3.- Las siguientes expresiones tienen la forma ¢ - u(z) - v'(x) dz, para unas ciertas

funciones w y v, y una constante apropiada ¢ € R. Exhiba u, v y ¢, y escriba la

expresion d - u/'(z) - v(z) dz con d € R en cada caso.
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a) xcos(3z) dr. b) arctan(z)dx. ¢) e** sen(4x) du.
q) lnx(;c) . e) e% dz. f) e®sen(t — x) dx.
g) (22 +1)e " du. h) cos(z)In(sen(z)) dx.

1.2.3. Integrales trigonométricas. En esta secciéon estamos interesados en
calcular antiderivadas o integrales indefinidas que contengan productos de potencias
de las funciones sen(z) y cos(z), o de las funciones sec(z) y tan(z), o de las funciones

csc(zx) y cot(x).

El método estd basado en el hecho de que las derivadas de las funciones
trigonométricas son también funciones trigonométricas del mismo tipo y el uso de

las identidades trigonométricas:
2 2 _ 2 _ 2
sen”(x) + cos“(z) =1 y 1+ tan“(x) = sec”(x).
De otro lado utilizando la formula para dngulos dobles, también tenemos que

1 1
2 — — — 2 = - — —
cos*(x) = 5 + 5 cos(2x) y sen”(x) 573 cos(2x).

I.- Integrales de la forma /senm(x) cos™(z) dx.

Vamos a dividir la discusién sobre el cédlculo de este tipo de integrales en dos casos,

dependiendo de si m y n son pares o impares.

Caso I.- Integrales de la forma /senm(x) cos"(z) dx con m o n impar.

Iniciemos la discusiéon tomando m es impar. Por lo tanto, podemos escribir m = 2k+1
para algtin entero positivo k. En consecuencia, sen™(z) se puede descomponer de la

siguiente forma
sen®**1(z) = sen?(2) sen(z) = (sen?(2))* sen(z) = (1 — cos?(2))" sen(z).
Por lo tanto, podemos efectuar la sustitucion u = cos(z) y du = —sen(z)dz.

De forma andloga, si n es impar, entonces podemos escribir n = 2j + 1 para algin

entero positivo j. De modo que cos™(z) se puede expresar como
cosP T (2) = cos?(z) cos(z) = (cos?(2))? cos(z) = (1 — sen?(2))7 cos(2).

Por lo tanto, podemos efectuar la sustitucion v =sen(z) y du = coszdz.
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Como se puede observar, este tipo de integrales se transforman en integrales

polinémicas cuando los exponentes son niimeros naturales.

EJEMPLOS 1.19. Encuentre las siguientes integrales trigonométricas:

I- / sen®(2) cos® (2) dz.

En primer lugar recordemos la identidad trigonométrica basica sen?(z) + cos?(x) = 1.

Entonces
/sen5 (2) cos®(2) dz = /sen4(z) cos®(z) sen(z) dz
= /(sen2 (2))? cos®(2) sen(z) dz
= /(1 — cos?(2))? cos® () sen(z) dz.
Definiendo v = cos z encontramos que du = —senzdz, y

/ sen® (=) cos®(2) d — / (1 — cos?(2))2 cos® (=) sen(z) dz = — / (1 — u2)2® du

- 1 1 1
:f/(u372u5+u7)du:71u4+§u67§u8+C
1 1
= ——cos® z + = cos®

1
1 3 zfgcosserC’.

Note que en este caso también pudimos haber descompuesto la potencia de la funcién

cos z y haber utilizado la sustitucién v = sen z. Es decir,

/ sen®(z) cos®(2) dz = /senS(z) cos?(z) cos(z) dz

_ /sen5(z)(1 _ sen?(2)) cos(z) dz = /u5(1 —u?)du

1 1
:6U6—§U8+C

1
:—senﬁzfgsenserC’.

6
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2.- /sen%(z) cos’ (z) dz. Observemos que

2u% — gu% + zu%3 — 3u177 +c
5 9 13 17
En resumen,
/sen% (2) cos™(z) dz
2 5 2 2 1: 2 1
= g(sen(z))5 — §(sen(z))% + 1—3(sen(z))73 — 1—7(sen(z))77 +c.

Caso II.- Integrales de la forma /senm(x) cos™(z)dx con m y n pares.

En el caso en que m y n sean simultAneamente pares, vamos a expresar sen?(z)
y cos?(z) en términos de las funciéon cos(2k)(z), para algunos enteros k. Para
descomponer potencias trigonométricas pares es conveniente recordar las siguientes
identidades trigonométricas

1 1
cos?(z) = 5 + 3 cos(2x) y sen’(x) =

cos(2x).

N
N

Estas identidades nos permiten reducir el orden a la mitad el orden de potencias pares
de seno y coseno, pero en términos del angulo doble. Note en particular que cualquier
potencia par de las funciones sen(x) y cos(z) se pueden expresar en términos de las
funcion cos((2k)z), para algunos enteros k. Por ejemplo,

en(2))? = (% (1- cosZ(z)))2

sen’(z) = (

= — (1 —2cos(22) + cos®(2z)) .

s
1
4
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Utilizando que cos?(2z) = 1 (1 + cos(4z)), concluimos que

sent(z) = — (1 —2cos(2z) + % (1+ cos(4z))>

1
cos(2z) + 3 cos(4z).

Colw |~
N =

Ademés debemos recordar las siguientes identidades

cos(a & b) = cos(a) cos(b) F sen(a) sen(d),

sen(a + b) = sen(a) cos(b) £ cos(a) sen(b).
Utilizando estas formulas se puede ver directamente que

2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b),

2sen(a)sen(b) = cos(a — b) — cos(a + b).

EJjeMPLOS 1.20. Encuentre las siguientes integrales indefinidas:

1.- /Cos2 zdz.

Recordemos que cos? z = % (14 cos2z). Por lo tanto,

1 1 1
/COSQZCZZZ 5/(1+00522)dz: —z—l—zsenZz—i—C.

2
2.- /sen4 zdz.

De la discusion previa se tiene que sen*

z = % — %cos 2z + %cos 4z. Entonces,

3 1 1 3 1 1
/sen4zdz:/{g——cos%—l—gcosélz} dz:gz——senlz—i— 3—zsen4z—|—C’.

2 4

3.- /sen420052 zdz.

4

Del ejemplo anterior tenemos que sen® z = % — %COS 2z + %cos 4z. Ademas cos

% (14 cos2z). Por lo tanto,
1/3 1 1
sen? z cos? z = 5 (§ — 5 cos 2z + 3 COS4Z> (1+ cos2z)

1/3 1 1 1 1
=3 <§ ~3 cos2z — 5 cos? 2z + 3 cosdz + g(cos2z)(cos4z)> .

2

z =
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Pero cos?2z = % (1 + cos4z) y tomando en las formulas anteriores a = 4z, b = 2z,
tenemos que 2 cos(2z) cos(4z) = cos 6z + cos 2z. En consecuencia,

1/3 1 1 1 1
sen zcos® z = 5 (g — g cos 2z — 3 cos? 2z + g cos 4z + g(cos 2z)(cos 42))

1 /1 1 1 1
=- (— — —cos2z — —cosdz + — (cosﬁz—l—cosZz))

2\8 8 8 16
L it Lot
= 2\ 3 16 COS 22 8COS z 16 cosbz | .

Por lo tanto,

1 1 1 1 1
/sen4200822dz: —/(———cosZz——cos4z+1—600562> dz

2 8 16 8
1 1 1 1
= 1—627 asenlzf asen4z+ @sen6z+0.

I1.- Integrales de la forma /secm(x) tan” (z) dx.
El analisis de este tipo de integrales se reduce a considerar tres casos: a) m par, b) n
impar, y ¢) m impar y n par.
Caso I. Integrales de la forma /secm(x) tan"(x) dx con m par.
En este caso escribimos
sec™ xtan™(z) = sec™ 2(z) tan™ () sec?(z).

De esta forma tenemos que m — 2 es entero par. Ahora, utilizando la identidad
trigonomeétrica sec?(z) = tan?(z) + 1 vemos que la expresién sec™ 2(x) se puede

descomponer como

-2 m—2

sec™2(z) = (sec?(x)) T = (tan?(z) +1)2
En resumen,
/secm(x) tan” (z) dx = /secm_Q(x) tan" (z) sec?(z) dx
= /(sec2 (Jc))mT_2 tan™ () sec? () da

m

= /(tan2(:v) +1) 7 tan” (z) sec?(x)dz,

donde debemos recordar que msz es un numero entero positivo. Haciendo la
sustitucién v = tan(x), entonces du = sec?(x) dz. Por lo tanto la integral se puede

resolver facilmente.
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Ejempro 1.21. Calcule la integral /sec4(x) tan*(z) dz.

Solucién.

/sec4(x) tan?(z) doz = /sec2 (z) tan*(z) sec?(z) dx
= /(tan2 (z) + 1) tan*(z) sec?(x) du.

Haciendo la sustitucién u = tan(x), se tiene que du = sec?(z)dz. Por lo tanto tenemos

que
/sec4 rtant z dx = /(tam2 z + 1) tan® zsec’ z dr = /(u2 + Dutdu
= /(u6 +ut)du
1 1
= ?U7 =+ guE’ =+ C
L. 7 L. s
= —tan :chgtan x4+ C.

7
Caso II. Integrales de la forma /secm(x) tan”(z) dx con n impar.

En este caso escribimos

sec™(x) tan™(z) = sec™ 1 (z) tan™ 1 (z) sec(x) tan(z).
De esta forma tenemos que m — 1 es par. Utilizando la identidad trigonométrica
tan?(z) = sec?(x) — 1, la expresion tan™~1(x) se puede descomponer como

tan""1(z) = (tanQ(x))% = (sec?®(x) — 1)7%1,

donde debemos recordar que 2= es un nimero entero positivo. Asi que
2

/ sec™(z) tan™ (z) dx = /sec"“1 (z) tan™ 1 (z) sec(x) tan(z) dz

n—1

= /secm_l(x)(seCQ(ac) —1)77 sec(z) tan(z) dz.

Si hacemos la sustitucion v = sec(x), tenemos que du = sec x tan xdx. Asi la integral

se puede encontrar relativamente facil.
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EjEmpLO 1.22. Calcule la integral /sec5 ztan® z dz.

Solucién.

/sec5 (z) tan®(z) do = / sect(z) tan® () sec(x) tan(x) do
= /sec4(x) (sec*(x) — 1) sec(z) tan(z) d.

Haciendo la sustitucion u = sec(z) tenemos que du = sec(z) tan(x)dz. Por lo tanto

/sec5 (z) tan®(z) dz = /sec4(x) (sec®(x) — 1) sec(z) tan(z) dz
= /u4(u2 — 1)du

= /(u6 —ut)du

1 1
=z sec’ () — R sec®(x) + C.

Caso III. Integrales de la forma /secm(x) tan” (z) dz con m impar y n par.

En este caso la sustitucion trigonométrica tan?(x) = sec?(z) — 1 transforma la integral
en una suma de integrales del tipo [ sec® (x)dz, las cuales se pueden resolver de forma

recursiva en integrales de la misma forma, pero con exponente menor. En efecto,

sec™ ztan’” (z) = sec™ (z) (tan(x)) ¥ = sec™(z)(sec?(x) — 1%,

lo cual es una suma de términos de la forma sec!(x) con [ entero positivo, dado que

5 es un entero positivo.

En este caso vamos a utilizar el método de integracién por parte para calcular las

integrales de la forma / sec”(x)dz.

Supongamos que k > 3. Entonces
sec®(x) = seck =2 (x) sec?(z).

Si tomamos u = sec*~2(x) y dv = sec?(x) dz. Entonces,

du = (k — 2) sec"3(x) sec(x) tan(z) = (k — 2) sec* =2 (z) tan(x), v = tan(z).
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Por lo tanto,
/seck(x)dx = /seck*Q(x) sec?(x) dx
= sec”%(z) tan(z) — (k — 2) / sect =2 (x) tan®(z) dx
= sec® 2 (x) tan(z) — (k — 2) / sec”™2(z)(sec?(x) — 1) d.

Como consecuencia concluimos que

/seck(x)dx = sec® %(z) tan(z) — (k — 2) /seck(ac) dx + (k—2) /seck_Q(x) dx.

Agrupando adecuadamente concluimos que

(k—1) /seck(x)dx = sec”%(z) tan(z) + (k — 2) /seck_Q(x) dx,

lo cual es equivalente a la formula recursiva

/seck(:c)dx = ki . sect2(z) tan(z) + <%) /seck_Q(:c) dx.

Por ejemplo,

/sec?’(x)d:v = %sec(x) tan(z) + % /Sec(x) dx

= % sec(z) tan(x) + % In (tan(x) + sec(z)) + C.

EJEMPLO 1.23. 1.- Calcular la integral /sec(x) tan?(z)dz.

Solucién.

/sec(m) tan?(z)dr = /sec(x)(secQ(x) —1)dx
= /(sec3(x) —sec(x)) dx
= % sec(x) tan(x) + % In (tan(z) + sec(x))
— In (tan(z) 4 sec(z)) + C

= % sec(z) tan(x) — % In (tan(x) + sec(z)) + C.
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2.- Calcular la integral /sec3 (z) tan®(z)dz.
Solucién. Vamos a utilizar la formula recursiva con k =5y k = 3.
/sec3 (z) tan?(z)dx = /secg(x) (sec’(z) — 1) dx = /(seCS(x) —sec3(z)) de.
Notemos que
5 L 3 3 3
sec’(x)dx = 7 5¢¢ (x) tan(z) — 1] s (x))dz.

Por lo tanto, utilizando los calculos anteriores tenemos finalmente que

/sec3(ac) tan?(z)dz = %sec:g(x) tan(z) — E/secg(x) dx

1 7
=1 sec®(x) tan(z) — 3 sec(x) tan(x)

— g In (tan(x) + sec(z)) + C.

III.- Integrales de la forma /cscm(x) cot” (x) dx.
Estas integrales se tratan de manera similar a como se hizo con las integrales de la
forma /CSCm(:C) cot™(x) dx.
Caso I: Integrales de la forma /cscm (x) cot™(x) dr con m par.
En este caso escribimos
esc™(x) cot™ (z) = csc™2(x) cot™ (x) csc? ().

De esta forma tenemos que m — 2 es par y usando la identidad trigonométrica basica
csc?(x) = cot?(x) + 1, podemos descomponer la expresién csc™~2(z) como
esc™ 2 (x) = (csc? (x))mT_Q = (cot?(z) + 1)mT_2.

Utilizando esto concluimos que

/CSC(:C) cot”(z) dx = /CSC(:C) cot™(z) csc? () dx
= /(CSCQ(J)))MT_Q cot”(z) csc?(x)dx
= /(C0t2($) +1)

m—2

2 cot"(z) esc?(x)d.

Haciendo la sustitucion u = cot(z) entonces du = — csc?(x) dz, y la integral se puede

calcular facilmente.
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EjEmpPLO 1.24. Calcular la integral /csc4 z cot? x da.

Solucion.
/csc4 reotrdr = / esc? xcot? x esc? x dr = /(cot2 x + 1) cot* x csc? x da.
Haciendo la sustitucion u = cot(x) entonces du = — csc?(z) dx, y obtenemos que
/csc4(x) cot(z) dx = /(cotQ(ac) + 1) cot () esc?(x) dx
=- /(u2 + 1)u'du
=— /(u6 +ut)du

1
= mpw e
1
=-% cot’(x) — = cot®(x) + C

Caso II: Integrales de la forma /cscm(x) cot™(z) dx con n impar.

En este caso escribimos
csc™(x) cot™ (z) = csc™ () cot™ ! () csc(x) cot(x).

De esta forma se tendrd que n — 1 es par y usando la identidad cot?(z) = csc?(z) — 1,

la expresion cot™ 1(x) se podré escribir como
cot" (z) = (C0t2($))% = (csc?(x) — 1)771
Asi concluimos que

/cscm(x) cot™(z) dx = /cscm_l(x) cot™ () csc(x) cot(x)dx

n—1

= /Cscmfl(x) (esc?(x) —1)"2 esc(x) cot(x)dz.

Haciendo la sustitucion u = csc(x) y utilizando que du = — csc(x) cot(z) dx, la integral

se vuelve més facil de resolver.

Ejempro 1.25. Calcular la integral /csc?’(:v) cot®(z) da.

Solucién. En este caso el exponente de cot(x) es impar, por tanto procedemos de la



1.2. TECNICAS DE INTEGRACION 47

siguiente forma:

/csc?’(ac) cot®(z) dx = /0502 () cot(z) esc(x) cot(x) dx
= /CSC2 (z)(esc?(z) — 1)2 esc(z) cot(z) d.

Haciendo la sustitucion w = csc(z) encontramos que du = —csc(x)cot(x)dz y

tendremos que

/CSC3(:C) cot®(z) dx = /CSC2 (z)(esc?(x) — 1)2 ese(z) cot(z) da
- /uZ(UP 1)2du
= - /u2(u4 —2u® 4+ 1)du

= —/(u6 —2u* + u?)du

1 1 1
=-5 esc(x) + 3 esc’(x) — 3 esc3(z) + C.

Caso III: Integrales de la forma /cscm(x) cot™(z) dz con m impar y n par.

En este caso la sustitucion trigonométrica cot?(z) = csc?(z) — 1 transforma la integral
en una suma de integrales del tipo / cscl (x)dz, las cuales se pueden resolver de forma

recursiva en integrales de la misma forma, pero con exponente menor. En efecto,
m n _ m 2 5 _ m 2 ]
csc™ x cot™(x) = esc™(x)(cot®(x))2 = csc (x)(esc?(x) — 1) 2,
lo cual es una suma de términos de la forma csc!(x) con [ entero positivo, dado que

5 es un entero positivo.

En este caso vamos a utilizar el método de integracién por parte para calcular las

integrales de la forma / csc”(x)dx. Supongamos que k > 3. Observemos que csc®(z) =
csch=2(z) esc?(x). Si tomamos u = cscF~2(x) y dv = csc?(z)dxr, entonces tenemos que

v = —cot(x) y que

du = —(k — 2) esc"3(z) cse(x) cot(z) = —(k — 2) escF =2 () cot ().
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Por lo tanto, substituyendo obtenemos que
/csck(x)dx = /CSCk72(ﬂC) esc?(x) dx
= —cscf2(z) cot(x) — (k — 2) /csck_Q(x) cot?(z) da
= —csc” 2 (z) cot(z) — (k — 2) /CSCkiQ(ﬂC)(CSCZ(ﬂC) —1)dz.

Asi que tenemos la siguiente formula

/csck(x)dx
= —cscf 72 () cot(z) — (k — 2) / esch(x) dx + (k — 2) /csck_2(x) dx.

Agrupando adecuadamente concluimos que

(k—1) /Csck(x)dx = —csc?2(z) cot(z) + (k — 2) / esch 2 (z) dx,

lo cual es equivalente a la formula recursiva

/csck(x)dx =-z i 1 esch2(z) cot(z) + (%) /csck_2(x) dx.

Por ejemplo,
s 1 1
csc”(x)dx = ~3 csc(x) cot(x) + 5 csc(x) dx
1 1
=-3 csc(x) cot(x) — 5 In (cot(x) + esc(x)) + C.

EjempLO 1.26. Calcular la integral /csc(x) cot?(z)dz.

Solucion.
/csc(ac) cot?(z)dz = /csc(x)(cch(x) —1)dz = /(csc3(x) — csc(x))d.
Utilizando la férmula anterior concluimos que
/csc?’(x)dx = —% csc(z) cot(x) — %hl (cot(x) 4 csc(x)) + C
/CSC(:C)d:C = —In (cot(z) + csc(x)) + C.
Por lo tanto concluimos que

/csc(x) cot?(z)dx = f% csc(z) cot(x) + %ln (cot(x) + csc(z)) + C.
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Ejercicios

cot(4t) dt. 3. [ sen? (u) du.

) cos?
3(y) dy. 6. [ sen®(x)cos®(z) dx.

o
w0
(@)
—~
[\
~
~—
U
~
ot
(@)
Q
[
w

cos®(40) df. 9. [ sen®(3w) cos* (3w) dw.

13. [ tan*(t)dt. 14.

-+

n?(2t)sec*(2t) dt. 15. [ sen?(3a) cos®(3a) da.

/ e
/ e
/ e
o fwron 0 [eoeos . [orbed
/ e
/ Jeo
/ /

— S S S S S —

16. [ cot™(t)dt 17. [ sen(2t)sen(4t)dt.  18. [ cot®(y)csc®?(y) dy.
19. [ tan? (L) ar. 20, [0 . o1, [2C W)
2 cos3(z) tan?(t)
cot?(t) 1 / cot(v) + csc(v)
. . 23. ———ds. 24. ———~ du.
22 /CSCQ(t) dt cos*(2s) y sen(v) v

1.2.4. Fracciones parciales. En esta secciéon estamos interesados en el calculo de

antiderivadas o integrales indefinidas de la forma:

/R(m) dx

donde R es una funcién racional. Es decir, R(z) =

%, donde p(z) y ¢(x)

son polinomios con coeficientes reales. Note que siempre podemos suponer que las
funciones polinémicas p y ¢ no tienen factores comunes, o equivalentemente no tienen

raices (ceros) comunes. En caso contrario, dichos factores se pueden cancelar.

DEFINICION 1.27 (Fraccién propia). Diremos que una funcion racional R(z) = E 3
es una fracciéon propia, cuando el grado del polinomio p es estrictamente menor que

el grado del polinomio gq.

EjempLOs 1.28. Considere las siguientes funciones racionales

S5t — 222+ 32z —1 Ro(z) = 322 +3zx—1
(22 1 2)(z — 3) Y T @)@ -3)

En este caso, R; no es una fracciéon propia mientras que R si lo es.

R1 (:E) =
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En general, dada una funcién racional R que no sea una fraccién propia podemos

utilizar el algoritmo de la divisién para descomponer R como la suma de un

polinomio y una fraccion propia. En efecto, si R(x) = %, existen polinomios
c(x) (cociente) y r(x) (residuo) tales
p(x) r(z)
p(z) =c(x)g(z) +r(x) & R(z)=—-+==clx)+ —=%,
() = el@a(z) +r(a) (@) = B0 = elw) + T3

r(z

con E—; siendo una fraccion propia (grado de r menor estrictamente que el grado de
q(x

q)-

EJeEMPLOS 1.29. Se puede verificar utilizando el algoritmo de la divisiéon que

2t — 22 +3x—1 —192+8
=22 —dr+94+ ———.
2 +2x—1 v T Jr302—1—230—1

OBSERVACION 1.30. A continuaciéon vamos a exhibir algunos ejemplos en los que se

p(x)

muestra como la fraccién propia R(z) = —) se puede descomponer como una suma
q(x

de fracciones propias asociadas con la factorizacion del denominador g, lo que permite
calcular la integral indefinida / R(x)dx.

p@) @+l =2 3

qiz) (z—1)(z-2) z-1 2z2-2
Notemos que el polinomio del denominador ¢(z) = (x — 1)(z — 2) tiene dos raices
reales 1 = 1 (de orden 1) asociada con el factor ¢;(z) = 2 — 1y 22 = 2 (orden 1)

asociada con el factor ¢;(z) = x — 2.

. . . x+1 . .
Lo que se aprecia es que la funcion racional R(z) = ———————— tiene asociado con

(x—1)(xz—2)
el factor ¢1(x) =z — 1 (o con la raiz 1 = 1) un sumando (fraccién propia)
-2
x—1’
y asociado con el factor ga(z) =  — 2 (o con la raiz x5 = 2), tiene un sumando
(fraccion propia)
3
r—2
Este tipo de descomposiciones se pueden utilizar para el cilculo de la integral

indefinida /R(x) dz. En este caso,

/%”Z/(ﬁﬁﬂ) o

=—2Injz—1|+3njz—-2|+C.
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p(z) x4+ 18 -1 5 1

W) @-22@+2) -2 @-2? w42

Notemos que el polinomio del denominador q(x) = (x — 2)2(x + 2) tiene dos raices
reales £1 = 2 (orden 2) asociada con el factor ¢1(x) = 2 — 2 y z2 = —2 (orden 1)
asociada con el factor ¢1(x) = = + 2. Lo que se aprecia es que asociada con la raiz
r1 = 2 aparece la suma de dos fracciones propias

-1 n )
x—2 (z-—2)2°

sumandos asocidado con (z—2)

En el caso de la raiz x5 = —2 aparece una fraccién propia:

1
r+2°
———

sumando asocidado con (z+2)

Utilizando esta descomposicién podemos calcular la integral indefinida / R(z)dxz. En

este caso,
/ x4+ 18 d:c—/ -1 n 5 n 1 de
(x—2)2(z+2) r—2 (z—2)2 z+2
5)
=—Injlz -2 ———=+Injz+2|+C.
Tz —2
5 plz) —z+3 1 x+2

qz)  @+D)x—-1) z—-1 22+1
Observemos que el denominador ¢(x) = (z%+1)(xz—1) tiene una raiz compleja (z1 = 4)
de orden 1 asociada con el factor ¢1(z) = 2% + 1 y una raiz real zo = 1 (orden 1)
asociada con el factor ga(z) = 2 — 1. Como en el caso anterior, se tiene que asociada

con la raiz x; = ¢ aparece la fraccién propia — , y con la raiz x1 = 1 aparece la

rte
2 +1

fraccion propia - En particular,

-1

Jerene= (- w) @

1
=In|z—1| —§1n|x2+1|—2arctanx+0.

Las descomposiciones exhibidas en la observacién anterior estan basadas en un
resultado muy importante conocido como el Teorema Fundamental del Algebra,
el cual garantiza que todo polinomio g con coeficientes reales se puede descomponer

como un producto de factores lineales de la forma ax + b (que se pueden repetir) y
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de la forma ax? + Bz + v (que se pueden repetir), para los cuales el discriminante
% — 4ay < 0. Los polinomios az? + Bz + v con discriminante 5% — 4ay < 0 se
denominan factores cuadraticos irreducibles sobre los nimeros reales R en el

sentido en que sus raices son necesariamente niaimeros complejos.

Notemos que el polinomio cuadratico con coeficientes qo(z) = az? + Br + 7 es
irreducible sobre los ntimeros reales R si y sélo si no tiene raices reales, dado que
B%? — 4oy < 0. Por ejemplo, los siguientes polinomios cuadraticos son irreducibles

sobre los nimeros reales:

1.- qi(z) = 2% + 4, pues 32 — day = 02 — 4(1)(4) = —16 < 0.

2.- g2(z) = 222 4+ 3z + 5, pues 32 — day = 32 — 4(2)(5) = —31 < 0.

3-qi(7) =322 — 22 + 1, pues B2 — day =22 — 4(3)(1) = -8 < 0.

TEOREMA 1.31 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio q(x) de
grado n € N con coeficientes reales se puede descomponer como un producto de
polinomios de la forma ax + b, asociados con las raices reales de q(x) y polinomios

cuadrdticos irreducibles de la forma ax? + Bx + v asociados con las raices complejas

de polinomio q(x). Mds concretamente,

Q(l‘) = (alx + b1)7L1 (GQQ; + b2)n2 - (all‘ 4 bl)m x

x (@a? + B1x + 7)™ (a2? + o + 72)™2 - - (ejx? + Bix +5)™,

donde n, (1 < r < 1) es la multiplicidad de la raiz real del factor (a,x, + b;)
y ms (1 <s<j) es la multiplicidad de la raiz compleja del factor irreducible

(as2® + Bsx +775). Ademds,

ny +mng + -+ ng+2my +2mo + -+ - + 2my; = n.

Descomposiciéon en fracciones parciales. Utilizando este resultado se puede

mostrar en cursos avanzados para estudiantes de matemaéticas que toda funcion

: _ p@) : .
racional R(x) = (—) se puede descomponer en una suma de fracciones propias,
q(x
conocida como descomposiciéon en fracciones parciales, asociadas con cada raiz

p(x)

real o compleja del polinomio ¢q. Mas exactamente, si R(z) = ——= es una funcion
q(x
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racional propia tal que p y ¢ no tienen factores comunes, y si ¢ se descompone como

Q(l‘) = (alx + b1)7L1 (GQQ; + b2)n2 - (all‘ 4 bl)m x

x (@a? + B1o + 71)™ (a2? + o + 72)™2 - - (ej2? + Bix +5)™,
entonces dependiendo de los factores tenemos las siguiente descomposicion:

a) Por cada factor de la forma (azx + b)™ en la descomposicion de ¢, R(z) tiene una
suma de fracciones propias, denominadas fracciones parciales, de la forma:

4 A A A
ar+b  (ar+b)?  (ax+b)3 (ax + b))

b) Por cada factor cuadrético irreducible de la forma (az? + Bz + 7)™ en la
descomposicion de ¢, R(z) tiene una suma de fracciones propias, denominadas
fracciones parciales, de la forma:

Az + By Asx + By Asx + By i Az + B,
ar?+pr+y  (ax?+pr+7v)% (o + fx+7)3 (ax? + Bz + )™

EjEmMPLO 1.32. Calcule la integral indefinida dada utilizando la descomposicién de la

funcién racional dada en fracciones parciales.

8r —1

En este caso el denominador es g(z) = (2x — 3)(3z + 1). Por lo tanto, ¢ tiene las
siguientes raices x; = % de multiplicidad 1y zo = — é de multiplicidad 1. De acuerdo
con la descomposiciéon en fracciones parciales, la funcién racional se puede escribir
como:

8xr—1 o n az  a1(3x + 1)+ ax(2x — 3)
(22 —-3)3z+1) 20-3 3z+1  (2r-3)Bx+1)

Tgualando los numeradores se concluye que para todo x,
a1(3z+ 1) + az2(2x — 3) = 8z — 1.

Para determinar aq, as, as basta con dar dos valores a la variable x. Los valores méas

3 . _ 1
2, T = —3:

3 3 3 11
1 1 1 11 11

simples son las raices de ¢. Es decir, x =
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Entonces la funcién racional tiene la forma

8r — 1 2 1
2z —-3)3z+1) 22-3 3z+1

Asi que la integral se calcula facilmente,

/ 8z — 1 d_/ 2 1Y,
2 -3)Be+ 1) " T ) \22-3"32+1) "

1
:1n|2x71|+§1n|3x+2|+0.

11z —9
2 I:/(2x71)2(3x+2)

En este caso el denominador es q(x) = (2z — 1)2(3z + 2). Por lo tanto, ¢ tiene las

dx.

siguientes raices x; = % de multiplicidad 2 y z2 = —% de multiplicidad 1. De acuerdo
con la descomposicion en fracciones parciales, la funcion racional se puede escribir

como:

11z —9 o as as
(22 —1)2(3z +2) 2v—1 + (22 —1)2 T3
a1(2z — 1)(3x +2) + a2(3z + 2) + az(2z — 1)?
2z —1)2(3x +2) '

Igualando los numeradores se concluye que para todo x,
a1(2z — 1)(3z + 2) + a2 (37 + 2) + az(2z — 1)* = 11z — 9.

Para determinar aq, as, az basta con dar tres valores a la variable z. Los valores méas
simples son las raices de ¢. Es decir, x = %, r = 7% y otro valor arbitrario, por

ejemplo = = 0.

L = 3 + 2 1 & 1

r = — a — = — — = —— ao> = —
2 *\2 2 2 2
2 N 4 22 49 - 3

xr= —— a _——_—— = —— — = —— aa = —
3 e 3 3 K
942 :
r=0 = -2 +2taz=-9 & alzw.
Dado que a3 = —3, concluimos que a; = 24292+ — 9+2(_12)+(_3) = 2. Entonces la

funcién racional tiene la forma

1z -9 _ 2 1 3
2z —-1)2(3z+2) 22-1 (2z—-1)2 3x+2
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Asi que la integral se calcula facilmente,

/ 11z -9 d_/ 2 13N\
2 -1262+2) " " ) \2z-1 @z-12 3z+2) "

1
=2z — 1]+ =
n2e =1+ 55,1

—In|3z+2|+C.

3 I—/ dr +7
' ) Qe+ 1222+ 20+ 2)

Sea g(z) = (2 + 1)?(2% + 22 + 2). La primera observacion es que ¢ tiene dos factores

dx.

q1(z) =2z + 1 con una rafz real (z; = —1) de multiplicidad 2, y ¢2(z) = 2% + 2z + 2
es un factor irreducible (pues el discriminante 82 — 4ay = (2)% — 4(1)(2) = —4 < 0).
Entonces de la descomposicién en fracciones parciales,
4o +7 a b cx+d
Qo+ +20+2) 20+1 ot 12 242242

Colocando denominador comiin, obtenemos que

4o +7
2z +1)%(x2+22+2)
a2z +1)(2? + 22+ 2) + b(2® + 2z + 2) 4 (cx + d) (22 + 1)?
B 2z +1)%(x2+ 22 +2) '

Por lo tanto, para cada x,
a2z +1)(2% + 22 +2) + b(2? + 2 +2) + (cx + d) (22 +1)* = 4o + 7.

Para determinar las cuatro constantes a, b, ¢, d basta con dar cuatro valores arbitrarios
a la variable x. Los valores mas simples estan asociados con las raices de los factores
q1 'y q2. Ademaés de las raices reales, cuando las raices son complejas se pueden tomar

valores de z sencillos de evaluar como 0,1, —1,---

1 5
= —= bl-)=-2 b= 4.
T 5 = <4> +7 &

r=0 = 2a+2b+d=7 & 2a+d=-—1.
x=1 = 35a+204+9(c+d)=11 < 15a+9c+9d=—-9.
r=-1 = —a+44+d—-c=3 & —-a—c+d=-1.

Resolviendo este sistema se puede ver que a =0, c =0y d = —1. Es decir,
dx + 7 4 1

(20 +1)2(22 +20+2) (2z+1)2 22+22+2

En consecuencia, completando cuadrados en la expresiéon cuadratica z2 + 2z + 2,

encontramos que z2 + 2z + 2 = (x + 1)% + 1. Asi
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/ dx+ 7 1 de
(22 +1)? (x2+2x+2 2x+1 S a2 42242

! d
2x+1 (x+1)2+1 *

el arctan(z + 1) + C.

4 23 2 _
i I:/t+t+t t o
(t+1)(t2+t+1)2

Sea q(t) = (t + 1)(¢*> + t + 1)%2. Notemos que el factor q;(t) = ¢t + 1 tiene a t; = —1
como raiz real de multiplicidad uno y el factor g2(t) = t? +t + 1 es irreducible en
R, (pues el discriminante B2 — 4AC = (1)2 — 4(1)(1) = —2 < 0). Del teorema de
descomposicién en fracciones parciales tenemos que

23 +12 -t a L _bite dt +e
E+DE2+t+1)2 t+1  24+t+1 (2+t+1)2

Colocando denominador comiin encontramos que

2+ 2t a(PHt+ 1?2+ bt t+ D)2+t +1) + (dE+e)(t+ 1)
t+1)E2+t+1)2 (t+1)(t2+t+1)2 '

En consecuencia, para cada ¢ tenemos que

23+t —t=a(® +t+ 12+ (bt o)t + D)2+t + 1)+ (dt +e)(t+1).

Como hemos visto en los casos anteriores necesitamos dar cinco valores a la variable

t para escoger las constantes a, b, ¢, d y e. En este caso vamos a tomar t = —1, ¢t = 0,
t=1yt=nu.

t=—1 = a=1

t=0 = 1l4+c+e=0 & c+e=-1.

t=1 = 946(b+c)+2(d+e)=3 < 6b+6c+2d+ 2 =—6.

t=i = —1+4+(c+bi)ii+1l)i=(e+di)(1+i)=-3i<

—1—(c+b)+(c—b)i+(e—d)+(e+d)i=-3i<
—b—c—d+e=1 AN -b+c+d+e=-3.
Resolviendo el sistema obtenido via método de eliminacién concluimos que a = 1,
b=c=0,d=—-2ye=—1. Asi que

2t 42—t 1 2t +1
t+D)E2+t+1)2  t+1  (#2+t+1)2
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Por lo tanto

/ 2+ -t dt_/ 1 2t 41 it
t+1)E2+t+1)2 7 t+1 (2 4+t+1)2

1
—lt+1+—— +C.
nftt et et

5 I_/z4+322—22—|—2dz
' o (224+1)2(z—1)2

Sea q(z) = (22 +1)?(2 — 1)2. La primera observacion es que el factor ¢1(2) = (z — 1)?

tiene a z = 1 como raiz real de multiplicidad dos y el factor g2(z) = (22 + 1)? tiene

raices complejas. Del teorema de descomposicion en fracciones parciales sabemos que
24 +322 - 2242 a b cz+d ez+ f
P17 -1 (-12 Z+1 @t

Colocando denominador comiin, encontramos que

244322 -22+2

(22 4+ 1)2(z —1)2

Calz=1DEEH 124022+ 1) 4 (cz+d)(z — D22+ 1) + (e2+ f)(z — 1)2
- EESVIEye '

Tomando los valores z =1, 2 =0, z = -1, 2z = 2 y 2z = i, concluimos que b = 1,
f=1,a=c=d=e=0. Por lo tanto,
A 4+322-2242 1 1

Fr12G_12 (-1 @+E

En particular,

2443222242 1 1 -1 1
d = d = d.
/<z2+1>2<z—1>2 : /<<z—1>2+<z2+1>2> : z—1+/<22+1>2 :

1
La integral [} = | ———
g 1 / 2+ 1)
Este tipo de integrales seran consideradas en la siguientes seccion.

dz requiere efectuar una sustitucion trigonométrica.

Ejercicios

.- Evalte las siguientes integrales utilizando fracciones parciales.

3 3

y y y
1. dy. 2./ dy. 3./7d.
/2y—1 Y vy Pry—6 "

z+1 y3—1 / 1
4. [ =—— d=. 6. [ ———————dy.
/23—22 : 2 /y2+1dy' W24
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7. / 2y4 dy. 8. /7‘1’4 dy. 9. /—1 dy.
y?—4 Y2+ 4y + 4 (y+1)(y?+1)

10. /%dz 11. /%d& 12. /%dz

13. /%d& 14. /(;222%12)26[2 15. /%dz

16. /Z4Zi1 dz. 17. /%d:p. 18. /(22 +Z14)2+(j2+2) dz

19. /ﬁd% 20. /xfjix da. 21. /%dm.

22. /ﬁdm. 23. /ﬁig“}d:& 2. /%d%

25. /(Gﬁ%dm. 26. /i§+idx. 27. /%dm.

28. /%dm. 29. /ijiidm 30. /% 2

2245 223 — 422 — 152+ 5
31. ———dx. 32. dx.
/x3712+x+3 o / 22 — 21 — 8 o

IT.- En los siguientes problemas haga una sustitucién preliminar antes de usar el

método de fracciones parciales.

cosf sec?t
1. do. - _
/ sen? 0 —senf — 6 2 / tan®t + tan®t dt

1.2.5. Sustituciones trigonométricas. Este método se usa en la solucién de

integrales en las que aparecen expresiones de la forma

\/a2+x2, \/@27952, \/foaQ, a>0.

El método que vamos a utilizar consiste en eliminar los radicales mediante la

utilizaciéon de las identidades trigonométricas

1+ tan?(a) = sec?(a), sec?(a) — 1 = tan?(a), sen®(a)+ cos?(a) = 1.
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Caso I. Integrales con expresiones de la forma va? + z2.

En este caso consideramos la sustitucién x = atan« con a > 0. En este caso tenemos

que:

Va? + 22 = \/a? + a2 tan2(a)
a?(1 + tan2(a))
(5o (@)
— lasec(a)].

Notemos que la sustituciéon z = atan(a) es equivalente a que o = tan™! (), con

=+ < a < 3. Dado que en el intervalo (f%, g) la funcion sec « es positiva, entonces
|asec | = aseca.

En consecuencia concluimos que va? + 22 = asec(a).

EJEMPLO 1.33. Calcular la inte ral/
& V4 + x2

Solucién. Vamos a utilizar la sustitucion. En este caso a = 2. Por tanto, si hacemos

la sustitucién x = 2tan a, tendremos que dr = 2sec?(a)da. Asi que,

x? . 4tan?(« )
/v4+x2d VA + tan®(
4tan?(a)2sec (a)
V4 sec?(a)
_ 4/ tan?(a) sec?(a) o

sec «

2 sec?(a)da

4 / tan? (@) sec(a)da
—4/(sec () — 1) sec(a)da
4 / (sec® (@) — sec(a))da.
Pero recordemos que
/ sec(a)dz = In (tan(a) + sec(a)) + C

/sec3 (a)dx = % sec(a) tan(a) + %hl (tan(a) + sec(a)) + C.
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Entonces, directamente obtenemos que

/ﬁdm = 4/(sec3(a) — sec(a))da
= 4(% sec(a) tan(a) + % In (tan(c) + sec(«)) — In (tan(a) + sec(a)) )

= 2sec(a) tan(a) — 21n (tan(a) + sec(a)) + C.

Finalmente, debemos volver a las variables originales. Es decir, expresar « en
términos de la variable original x. Para ello, recordemos que si z = 2 tan «, entonces
tan(a) = 5 Utilizando un tridngulo rectangulo podemos expresar las funciones

trigonométricas en términos de x. Mas concretamente, dado que

tan(a) x cateto opuesto (CO)
an(a) = = = .
2 cateto adyacente (C'A)

Consideremos el tridngulo en la figura y denotemos el dngulo « entre la base y la
hipotenusa. Por lo tanto, la base es el cateto adyacente y tiene longitud CA = 2. Por
lo tanto, el cateto opuesto tiene longitud CO = x. De modo que la hipotenusa es (ver

grafica)

H=+/22+22=/4+a2

CO=x=x

CA=2

Figura 1.2.1: Expresion H = /4 + 22.

Observemos que

hipotenusa ~ H Va2 +4
cateto adyacente CA 2

sec(ar) = tan(a) = %

En consecuencia concluimos que

V2 4+ 4

2

x
——dr = —21
/ o x 5 n

+C.

Vi +4+4+x
2
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Caso II. Integrales con expresiones de la forma a2 — z2.

En este caso se hace la sustituciéon z = a sen «. Por lo tanto, de esta forma se tendré

que

Va2 — 22 = \/a? — a?sen?(a)
a?(1 — sen?(a))

a?(cos?(a))
= |a cos(a)].
La sustitucion x = asen(a) es equivalente a que o = sen_l(i) -2 <a< %, por
esta razén |acosa| = acos(a), ya que en el intervalo [—3, %] la funcién cos(a) es

positiva. En consecuencia

Va2 — a2 = a cos(a).
. z?
EJjempLO 1.34. Calcular la integral /ﬁdx
En este caso a = 1, por tanto, si se hace la sustituciéon x = sen(a), se tendrd que

dx = cos(a)da. Reemplazando encontramos que,

3 sen? _sen’(a)
——dxr = cos da
/\/1—$2 /1 —sen?(« @)
3
5D os(a)da

c
Vecos? a

- / sen® (a))da

= /senasenQ(a)da
_ / sena(l — cos?(a))da.

Esta integral se puede resolver por sustitucion de la funcion trigonométrica cos. Es
decir, hagamos, u = cos «, por lo tanto tenemos que du = — sen(a)da y la integral se

convierte en

/sen(a)(l — cos*(a))da = — /(1 —u?)du = %3 —u+C

= gcos3afcosa+C.
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Tenemos ahora que retornar a la variable original. Es decir, expresar las funcién

trigonomeétrica cos(a) en términos de z. Recordemos que

(a) r  cateto opuesto CO
senfaq) =—-= ——— = —.
1 hipotenusa H

Consideremos el tridngulo en la figura y denotemos el dngulo « entre la base y la
hipotenusa. Por lo tanto, la base es el cateto adyacente. Por lo tanto el cateto opuesto
tiene longitud CO = z y la hipotenusa tiene longitud H = 1. De modo que el cateto

adyacente es (ver grafica)

CA=+/12— 22 =/1— 22

=
AN

CO=x=x

CA=+1-22

Figura 1.2.2: Expresion CA = /1 — z2.

De otro lado, tenemos que

(@) cateto adyacente CA 1 — a2
cos(a) = — =V
Hipotenusa o 17

sen(a) = % =z

En consecuencia,

=

Lo _aotic

23
/7@:
V1—22 3
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Caso III. Integrales con expresiones de la forma /22 — a2.

En este caso se hace la sustituciéon = = a sec «, de esta forma se tendrd que

—a?2 = +a%sec2a —a?

a?(sec2a — 1)

X

= a?(tan? o)

|atan o .
La sustitucion « = asec(a) es equivalente a

1 (T
o = sec (—), 0<a<7m y |z|>a
a

por esta razén
latan(a)| = tatan(a),

jus

’ 2

) la funcion tan « es positiva y en el intervalo (E 7r] es

ya que en el intervalo [0 3

negativa.

La pregunta ahora es que signo tomar cuando se hace la sustituciéon * = asec a. Note
que |z| > a siy solo si z € (—o0, —a)|J(a,00). Si z € (—o0,—a), es decir si x < —a,
entonces el cociente £ es negativo. En consecuencia, sec(a) es también negativa, y en

consecuencia « estard en el intervalo (5, 7]. En este intervalo tan(c) es resulta ser

2
negativa y tomaremos el signo menos.

Si x € (a,00), es decir si x > a, el cociente £ es positivo, y entonces sec(a) es positiva

™

y « esta en el intervalo [O, 5). En este caso, tan(«) es positiva y tomaremos el signo

mas.

Va2 -9

EJjempLOS 1.35. 1.- Calcule la integral /7dx, T > 3.
x
En este caso consideremos la sustitucion x = 3sec(«). Por lo tanto, tenemos que

dx = 3sec(w) tan(a)da. Reemplazando encontramos que

Va2 —9 = +/9sec?(a) — 9
= v/9(sec?(a) — 1)
= 4/9(tan?(a))

= 3tan(w).
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En este caso tomamos el signo positivo pues = > 3 implica que e [0, %) En

consecuencia, tan(a) > 0. Entonces tenemos que

[t /ﬁ

3 sec a

V9 tan

3sec(a

= 3/tan2(a)da
_3 / (sec2(a) — 1)da

= 3tan(a) —3a+ C.

3sec(w) tan(a)do

3 sec(a) tan(a)da

Tenemos ahora que retornar a la variable original x. Es decir, expresar la funcién

trigonomeétrica tan(a) en términos de z. Recordemos que

(@) T hipotenusa H
sec(a) = = = -
3 cateto adyacente CA

Consideremos el triangulo en la figura y denotemos el angulo « entre la base
y la hipotenusa. Por lo tanto, la base es el cateto adyacente. Ahora, el cateto
adyacente tiene longitud CA = 3 y la hipotenusa tiene longitud H = x. De modo

que el cateto opuesto es (ver gréfica)

CO =22 -32=/22-9

=<
N

CO=+vVz2-9

CA=3

Figura 1.2.3: Expresion CO = v/x? — 9.

Como consecuencia de lo anterior,

tan(a) cateto opuesto coO 2 -9 (@)
anla) = === ——, sec(a) =
cateto adyacente CA 3

w8
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Por lo tanto tenemos que,

N
/ngdx: Va2 —9—3sec™! (E) +C.

3
VAa4z2 -9
T

2.- Calcular la integral z > %
En este caso no tenemos precisamente la expresiéon v/z2 — a?. Pero observemos

que

V422 = 9= /(222 =9 = a2 — 9,

donde z = 2z. En este caso hacemos la sustitucion 2z = z = 3sec(«). Entonces,

2dz = dx = 3sec(a) tan(a))da. Por lo tanto, sustituyendo

z= ;sec(a) y dz= g sec(a) tan(a)da,

obtenemos que
e
- [Y 32@;@ - (28%( )tan@) da
/W
sec(a)

, / Ji)
i / tant (g;) do
-2 f <<(<j>) - sec1<a>> o

_s / (sec(a) — cos(a))da

= 2(In |sec(ar) + tan(a)| — sen(w)) + C.

tan

tan

Retornemos ahora a la variable original. Es decir, expresar las funciones

trigonométricas tan(«), sec(a) y sen(«) en términos de z. Recordemos que

(@) (@) 2z hipotenusa H
z = —sec(a sec(a) = — = = —.
2 3 cateto adyacente CA
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Consideremos el tridngulo en la figura y denotemos el dngulo « entre la base y la
hipotenusa. Por lo tanto, la base es el cateto adyacente. Ahora, el cateto adyacente

tiene longitud CA = 3 y la hipotenusa tiene longitud H = 2z.

//Qﬂ*
B CO =12 =9

CA=3

Figura 1.2.4: Expresion CO = /422 — 9.

De modo que el cateto opuesto es (ver grafica)

CO =/(22)2 =32 = /422 — 9.

Por lo tanto,

tan(a) = 20 = V29 e = n() = 92 = VA2 0
an(a) = 7 = 3 , secla) =5y sen(a)=—r = 5y
En consecuencia,
/422 — 2 422 — 472 —
/722 9dz—2<1n—z+\/23 ) *\/Zg 9)+C’.
z z

1.2.6. Expresiones cuadraticas generales. Las técnicas de integraciéon

utilizadas para integrales indefinidas que contengan expresiones de la forma
Va2 +a2, Vaz—a2 o Va2 - a2,
se pueden extender al caso de expresiones de la forma general

var2+pz+v, a,B8,7€R.

Esta expresiones, después de completar cuadrados, se pueden reducir mediante un

cambio de variable apropiados a expresiones de la forma
Va2 +p2 V2-p2 o JpPP-22 p>0.

En efecto, vamos a completar cuadrados:

ax2+ﬁx+'y:a<x2+§x>+7.
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Recordemos que (z + r)? = 22 + 2rx + r2. Por lo tanto, para completar cuadrados
2
hacemos 2r = g or = % Asi que debemos sumar y restar el término r? = (%) .

Es decir,

ax2+ﬂx+fy—a<x2+§x) +
2 2
:a<x2+§x+(%) —(%))—i—v
2 2
:a<x2+§x+(%) )4—7—5—@

2
—a<x+£> +'yfﬂ—2
2a

2 § g
=aw” +7v7——, w=x+ —.
i 4o 2c0
2
Dependiendo de los signos de av 'y v — f—a, la ultima expresion cuadratica toma una

de las formas

Va2 +p2 V2-p2 o pP-22 p>0.
EiEMpPLOS 1.36. 1.- Expresar las formas cuadraticas

V422 + 82 +10, V222 —22—1 y /—222+ 62 +2.

en una de las formas

V2402 V2-p2 o pPP-22 p>0.

a) Consideremos la expresion v4x? + 8z + 10. En este caso, completando cuadrados,

42° +8x+10 = 4(2® +22) + 10 = 4(2? + 22+ 1 — 1) + 10
=4(x® +22+1)+10 — 4 =4(x +1)® +6.
2 __

Asi que, si hacemos 22 = 4(x +1)? y p? = 6 encontramos que z = 2(z + 1) y que

p = /6, y por lo tanto,
V4x? +8x 410 = \/(2(x +1))2 + (V6)2 = /22 + p2.

b) Se puede verificar directamente (jhacerlo!) que

Va2 1=[@E )2 -5 = VR 7

dondez:2(x+1)yp:\/§.
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c¢) Consideremos ahora la expresion v —2z2 + 6z + 2.

2 2
202 4+ 62 +2=—-2(2?—3z)+2=—2 <x23x+<g> <g) >+2

- <x2_3x+ (;)) +2(§)2+2

De donde v—222 + 6z + 2 = \/p2 — 22,

2.- Calcular la integral /x2 V3 — 2z — x?dz.

Vamos a proceder a completar cuadrados en la expresién 3 — 2z — 2. En este caso

tenemos que
3-20—2°=3— (22 +22)=3—-(2*+22+1-1)
=3—((z+1)°-1)=4—(z+1)> =42,
donde z=x+4+1 0 z =z — 1. Por lo tanto,

/ /3~ 27 — 2Pde — / VA= (2 1)2de = / (2 — 12V/1— 2dz.

Si hacemos la sustitucion trigonométrica z = 2 sen(«), tendremos que dx = 2 cos(a)da

y en consecuencia,

/ 223~ 20— 22da = / 22 /A= (z T 12ds
:/(z—1)2\/mclz
_ / (2sen(a) — 1) /T (2sen(a) (2 cos(a))da
- / (2sen(a) — 1)% /4 — dsen?(a) (2 cos(a))dar.

Notemos que

(2sen(a) — 1)? = 4sen?(a) — 4sen(a) + 1, V4 — 4sen2(a) = 2 cos?(a).

Reemplazando encontramos que

/x2 V3 =2z —a2dr = 4/ (4sen® () cos®(ar) — 4 sen(a) cos®(av) + cos*(r)) da.
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Dejamos al lector la finalizacion del ejercicio. Recordemos que las identidades

1-— 2
sen’(a) = %(a) y cos?(a)

_ 1+cos2(a)
=—

son tutiles para determinar integrales trigonométricas de la forma

sen?(a) cos? (a)da ) cos? () da.
/ /

Ejercicios

Resolver usando sustituciéon trigonométrica.

1/ ! d 2 ! d 3/ 5 d
) @t ) s 2 A R

4. /5_7xdx 5. /7”25‘%2(11
x

(=]

1
. e ——r
/ xv4x? + 16

202+ —1

1
7. /\/ 16—4$2d$ 8. /QT\/ 16—4.1?2 dx. 9. /ﬁdﬂ?
T $2 $4
10. ————dx. - e
0 /(1x2)3/2 T 11. /(1—3:2)3/2 dx. 12. /(1—302)5/2 dx.

V1 — 22 /24,2 1
13. /%d:p_ 14. /#dy. 15. /m(idx
Y

422+ 9)

1 x 3
6. [ ——dr. 17 [ 2 da. _r
/(m2+3)3/2 v /(m2+3)3/2 v 18. /mdm'

2 1
19. /y3\/y2 —4dy. 20. /7‘/“+4 du 21. /(7@
u

T4+a7)

22

1 22 0

z+3 / 1 / w
25 | —=dz. 26. | —=dz. 27. dw.
V3 — 2z — x? V2z — 22 V5 + 12w — Jw?
2 -+ 4
28, / 1? t 4z 3dr. 29, [ ——213 g 30 / S S
Va? 42z +5 (6z — 22)3/2

69
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1.3. Evaluacién del Primer Capitulo

1.- a). Encuentre una funcion diferenciable h tal que

dh(z) =521/31n(2) — 4 cos?(42),
dz
h(1) =4.

b). Un automévil viaja a 100 km/h cuando el conductor observa que se
ha presentado un accidente a 80 metros adelante y frena rapidamente. ;Qué
desaceleracion constante se requiere para detener a tiempo el automovil antes

de que ocurra una colisiéon?

2.- /673“’ cos(4w) dw. 3.- /y{’/ 2y + 5dy.

tan®(y) / 2
4.- | —=F—dy. 5.- | ——=dz.
/ sec2/3(y) Y V22 +42+3

6 / 5z% + 14z + 17
' (x —1)(z +2)(22 + 22 + 3)




Capitulo 2

La integral definida y aplicaciones

2.1. El concepto de area

Consideremos una curva cerrada C' contenida en el plano zy y sea R la region del
plano limitada por la curva C. Estamos interesados en caracterizar un numero real,
denotado por A(R), que representa la “medida” de la region R. Esta medida sera

denominada area de R.

El ejemplo mas simple de una regién en

el plano a la cual le podemos asignar T

una medida es un tridngulo 7. En este h T
caso, si b representa la longitud de la J
base y h representa la altura del tridngulo . b .

tomado sobre esta base del tridngulo (ver

. . Fi 2.1.1: Area del tridngulo.
Figura 2.1.1), entonces el 4drea de T' viene gura rea del tnanguio

dada por A(T) = % bh.

Notemos que el drea para regiones del plano que se puedan descomponer en tridngulos
estd perfectamente determinada. Este es el caso de las regiones rectangulares. Mas
aun, si R es una region del plano limitada por una curva cerrada poligonal C' (formada
por segmentos de linea, ver por ejemplo la Figura 2.1.2), entonces A(R) esta bien

definida, pues la regiéon R se puede subdividir en un nimero finito de tridngulos.

En consecuencia, el area de la region R, A(R), viene dada por
A(R) = A(R1) + A(R2) + A(R3) + A(R4) + - - - + A(Rs)
8
1

donde R; denota la i-ésima region triangular de la subdivisién de la regién R.

71
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=&

Figura 2.1.2: Descomposicién en tridngulos.

y

La pregunta natural que surge después de esta discusion es como estimar A(R) cuando
la regién R esté limitada por una curva cerrada C, la cual no necesariamente es

poligonal, como por ejemplo la de la Figura 2.1.3.

Figura 2.1.3: Region R limitada por la curva cerrada C.

Una primera aproximaciéon para determinar una posible respuesta consiste tomar n
puntos sobre la curva C' y construir una curva poligonal C' denotada con C,,. Note que
esta curva C,, determina una regiéon poligonal R,, cuya area A(R,,) estd bien definida

(ver Figura 2.1.4).

Figura 2.1.4: Aproximacion maés fina.
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Mas atin, si n es suficientemente grande, entonces la poligonal C,, aproxima “mejor”

la curva C, y por lo tanto, la region poligonal R,, se aproxima a la region R.

Figura 2.1.5: Aproximacion de la region.

En otras palabras, el 4rea de la region R, A(R), se debe interpretar como un proceso

de limite. Mas concretamente,

DEFINICION 2.1 (Area). Sea C una curva cerrada en el plano zy y sea R la region
limitada por C. Diremos que la region R tiene area finita, si existe un nimero real

A(R) tal que

(2.1) A(R) = lim A(Ry)

n—oo
sobre todas las regiones poligonales R,, limitadas por curvas poligonales C,, definidas

sobre la curva C.

Es importante observar que si A(R) existe, entonces el limite es independiente de la
subdivision de la regién R. Este hecho se puede demostrar en un curso mas avanzado
que contenga elementos de analisis real. Teniendo esto en mente, el calculo del area,
A(R), como un proceso de limite se reduce a efectuar las estimaciones para una

subdivisién particular de la regién R.

EJEMPLO 2.2. Sea R la region del plano determinada por un semicirculo de radio r

y su didmetro (ver Figura 2.1.6). Vamos a verificar que A(R) = 1772,

Primero subdividamos el arco de 7 radianes en n subarcos de igual magnitud. Es decir,
en n arcos de 7m/n radianes. Asi el semicirculo R se puede aproximar por una region

poligonal R,, subdivida en n triangulos T,,, todos de igual area (ver Figura 2.1.6).
Por lo tanto, A(T;) = A(T1) parai=1,2,--- ,n. Asi que

A(R) = A(Ry,) = A(T) + A(T2) + A(T3) + - - + A(T,) = nA(T1).
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Py
Ps
r P2
rsen(mw/n)
T
Pn 7r/n, L Pl
0
Figura 2.1.6: Subdivisién semicirculo. Figura 2.1.7: Area del triangulo T; con

angulo 7w /n y base r.

2

Pero un calculo simple muestra que A(T}) = £r%sen(w/n) (ver Figura 2.1.7). Luego

De otro lado, haciendo la sustitucion y = 7, vemos que

Tl G T ()

n— 00 o y—0t Yy

=1.

Como consecuencia de lo anterior,

n—oo n— oo

A(R) = Tim A(R,) = %mﬂ lim <Senw(ﬁ)) - %mﬂ.

n

2.1.1. Sobre sumatorias. Con el propodsito de realizar el calculo explicito de
algunas integrales definidas sencillas, vamos a presentar algunas propiedades bésicas

para sumatorias y formulas.

Propiedades:
n n n
L Y (a; +ab;) =) ai+a) b, conacR (linealidad).
i=1 i=1 i=1
n
2. S a=an,con acR. 3_ZZ~:”(”+1)_
i=1 = 2
n 1)(2 1 noo. 2 2
4 ZiQZn(n+ )6(n+ ) 5 Zid:n(néjl) '
i=1 =

EiempLo 2.3. Utilizar las propiedades y féormulas para calcular
5

D (4i% —2i +6).

i=1



2.2. AREA BAJO LA GRAFICA DE UNA FUNCION CONTINUA Y POSITIVA 75

Solucién.
5

5 5 5
D (4 —2i+6)=4> i —2> i+6) 1
=1 =1 =1

2.2. Area bajo la grafica de una funcién continua y positiva

Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Denotemos con R a la region del

plano limitada por la grafica de f, las rectas x =ay x = b, y el eje = (y = 0).

AN

e}

Q 4+ —

o~
8

Figura 2.2.1: Area bajo la grafica de una funcion en el intervalo [a, b].

DEFINICION 2.4 (Particién). Una particion P de [a,b] es una subdivision de [a, b]

en subintervalos de la forma [z;_1, z;], donde

To=a<x1 <Tog <+ < Tp_1 <xp=~>.

e
I
8
o
3
S
8
(V]
8
w
8
|
A
8
S e

= Tn x

Denotaremos con Az; a la longitud del intervalo [x;—1,z;]. Es decir, Az; = z; — x;_1,

y la norma de la particiéon P se define como,
[Pl a,0) := max{Azy, Axy, Az, - - - Azy }.

EJEMPLOS 2.5. Determine la norma de la particion P del intervalo I = [1,3] dada

por xop = 1, 21 = %, Ty = %, T3 = 2, x4 = %, Ts = g, z¢ = 3. Entonces
1

3
yAsr =123 —ma =5, Aqr =14 —x3 = 3

Aox =29 — 21 = 15

1
A1$=$1—$0=§a
1
4

N|= 0ol

Asx =x5 —x4 = 5, A¢x = x5 — 5 = 5. Por lo tanto, la norma de la particion es

113111 1
1Pl = ma’x{ ______ } =
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En adelante diremos que la particion P de [a,b] es regular, si la longitud de los
subintervalos es igual. En este caso parai=1,2,--- ,n,

b—a
n

h—
Ajx=x; —xi_1 = =Azx vy xizmi_l—l—AJc:xo—i—i( a).
n

Note que en este caso la norma de la particién es

b—a
||7)H[a,b] = ( - ) = Az.

EJEMPLOS 2.6. Dado el intervalo I = [1, 3], determine una particion regular P de

con n = 6. Utilizando la notacién anterior

3—1 1
Aix:ngzAaz y Xy =i 1+

—_

ey
— 1.
3

Wl

Por lo tanto, zg = 1, 1 = %, To = g, T3 =2, x4 = %, Ty = %, z¢ = 3. Ademés,

I1Pll2 = 5-

Con el fin de estimar el area A(R) bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, ],
construyamos rectangulos sobre cada subintervalo [z;_1, ;] tomando como altura h;

al valor de f en algiun punto x} € [x;_1, ;] (ver Figura 2.2.2). Es decir, h; = f(z}).

(2

Figura 2.2.2: Estimacion del area A(R) bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, b].

Por lo tanto,

A(R) = f(z])Arx + f(a3) Aoz + f(af)Asz + -+ f(a)) Az
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Asi, intuitivamente se tiene que

A(R) = T (f(z7)Az + f(23) Ao + f(23)As2 + -+ + f(273) An)

n—oo
n
p— 1. * .
= nlggOZf(xi)Azx,
i=1
sobre todas las particiones P de [a, b].

En adelante llamaremos sumas de Riemann a las sumas de la forma
n
> f@))Ai,
i=1

asociadas con la particion P de [a,b], zg = a < 21 < 23 < +++ < Tp_1 < Ty = b,

donde Ajx = —xi1 y xf € [xi-1, 2]

OBSERVACION 2.7. Como en la discusion general de area, el céilculo del area bajo
la gréafica de una funcién continua y positiva, cuando ésta existe, puede realizarse
utilizando una particiéon regular del intervalo [a,b] y efectuando una escogencia

arbitraria de z} € [z;_1, z;].

EJEMPLOS 2.8. Sea f(x) = z + 1 definida sobre el intervalo [0,1]. Note que f es

continua y positiva.

Claramente sabemos que el area de este

trapecio es A(R) = 3/2 (ver Figura 2.2.3).

y=x+1

Para realizar el estimativo de A(R) via
el limite de las sumas de Riemann, R

vamos a escoger una particion regular del

.

intervalo [0,1]. Es decir, dado n € N, 0

vamos a subdividir [0, 1] en n subintervalos
. A s Figura 2.2.3: Region trapezoidal
definiendo la siguiente particién con norma & & P

[Pl = =2 = 2 = Az. Mas aiin,

limitada por f(z) = = 4+ 1 y las rectas
y=0,z=0yx=1.

B T Ty = —.
n

S|

1
r0=0, 1 =20+Ax=—, T2=21+Ax=
n

Para definir la altura h; sobre cada subintervalo [z;_1,x;], tomamos el valor de f en

el extremo derecho del intervalo. Esto es, xf = x; y h; = f(z;) =2, +1 = % + 1. En
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) . . o nn+1)
el calculo que vamos a realizar utilizaremos que Y i = ————=. Por lo tanto,

i=1 2

n

A(R) = lim ;f(:ci)Aix = lim Y (z; +1)Az

i=1

- 1 " /1 1
= Ii 4D (=) =1 ~41) (=),
3w () = 32 (5 1) ()

i=1

; n . 1 ; 1 n ) 1 n
—nlgréoz<#+a> :nlgngo (F;ZJrﬁ;l)

i=1
o 1 (n(n+1)) 1 1 3
_nh—{r;o(mf_’_ ~n _§+1_§.

OBSERVACION 2.9. Observemos que la funcién f(z) = z + 1 tiene como una
antiderivada a la funcién F(z) = (1)2? + z 4+ C. Si definimos F(x)‘z = F(b) — F(a),

entonces podemos ver que

A(R) = F(x)

1 3
o F(1) = F(0) = <§+1+C’> —(0+0C) = 3
En otras palabras, de forma coincidencial como en el ejemplo anterior, el calculo del
area A(R) se reduce también a encontrar una antiderivada de f y evaluarla en los
extremos del intervalo. Vamos a verificar que este hecho es consecuencia del Teorema

Fundamental de Calculo.

EJEMPLO 2.10. Sea f(z) = 22 definida sobre el intervalo [0, 2]. Note que f es continua

y positiva.

Para calcular A(R) via el limite de las sumas de Riemann, vamos a escoger una
particion regular del intervalo [0,2]. Es decir, dado n € N, vamos a subdividir [0, 2]

en n subintervalos definiendo la siguiente particién con norma [Pl = 2 = Ax.

2 4 21
I0:O7 Ty = —y T2 = —, ", Tj= —.
n n n

Para definir la altura h; sobre cada subintervalo [z;_1,x;], tomamos el valor de f en
42

. Para los célculos

el extremo derecho. Esto es, 2} = 2; y h; = f(xi) = (%)2 =
nn+1)2n+1)

6

n
debemos recordar que Zi2 = . Por lo tanto,

i=1
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A(R) = lim Zf(x;")Azx
i=1

n

; 442 (2
=l e (2)

n
, 8 9
= lim — E )
n—oo N3
i=1

8 n(n+1)(2n+1)

= lim 3
1 n—o0 7N, 6
0 1 2 3 ~ lm 8n(n+1)2n+1)
n— o0 6n3
Figura 2.2.4: Region limitada por — lim 4 (1 + %) (2+ %) _8
f(x)=z>ylasrectasy =0y z = 2. n—0o0 3 3

OBSERVACION 2.11. Como en el ejemplo anterior, la funcién f(z) = 22 tiene como
una antiderivada a la funcion F(z) = (3)2® 4+ C. En este caso también se verifica que
AM=F@m=F@—F@:<§HO—®+@:§.

En otras palabras, de forma coincidencial como en el ejemplo anterior, el calculo del
area A(R) se reduce también a encontrar una antiderivada de f y evaluarla en los
extremos del intervalo. Vamos a verificar que este hecho es consecuencia del Teorema

Fundamental de Calculo.
El resultado que garantiza la existencia del &rea bajo la grafica para funciones
continuas y positivas es el siguiente teorema:

TEOREMA 2.12. Sean f : [a,b] — R una funcién continua y positiva y R la region
del plano limitada por la grdfica de f, las rectas t = a yx = b, y el eje x (y = 0).
Entonces el drea de R, A(R), eziste y viene dada por

AR = Jim 3 (e

sobre todas las particiones P de [a,b], xp =a<x1 <z < < Tp_1 < Tp=0>,

donde Ajx = x; — x;—1 y 2} € [xi—1,%;]. En adelante denotaremos A(R) como

b
mmz/f@w
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Observemos que la discusion presentada para funciones continuas y positivas se puede
extender de forma directa al caso de funciones continuas que cambien de signo (ver
Figura 2.2.5).

Figura 2.2.5: Funcién continua que cambia de signo.

En particular, las sumas de Riemann tiene sentido atin cuando la funcién tome valores
negativos. Debe ser completamente claro que si la funcién continua cambia de signo,
entonces el resultado del limite no representa area. Podemos pensar que la integral
definida representa la diferencia entre las areas de las region en donde la funcién es
positiva y la region en donde la funcion es negativa. Para ilustrar un poco lo anterior,
consideremos una funcién continua f : [a,b] — R y definamos la parte positiva fT de

f v la parte negativa f~ de f por

f+<s>:{f(537 ;Eiig R {—f(’o% () <0

Figura 2.2.6: Graficas de las funciones f* y f~, respectivamente.
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En particular, se verifica directamente que f = f* — f~, con f* y f~ funciones

continuas y no negativas (f, f~ > 0 ) sobre el intervalo [a, b]. Por lo tanto,

b
/ ft(s)ds = A" (area de la region en donde f es positiva),
a

/ f7(s)ds =A™ (area de la region en donde f es negativa).

Como consecuencia de lo anterior,

/abf(S)dS—/ab(f*(S)f(S))ds—/abf+(s)ds/abf

=At - A",

En otras palabras si f: [a,b] — R es una funcién continua, entonces la integral

definida / f(s) ds representa la diferencia entre el area AT de la region en donde

f es positiva y el area A~ de la region donde f es negativa. En general se tiene el

siguiente resultado.

TEOREMA 2.13. Si f : [a,b] = R es una funcidn continua, entonces existe un nimero

real Z(R) tal que
= Jim, Z fla
sobre todas las particiones P de [a,b],
To=a<x1 <X < < Tp_1<Ty=0~0,

donde Ajx = x; —x;—1 y x} € [Ti—1,%;]. En adelante denotaremos Z(R) como

—/abf(t)dt

y la llamaremos integral definida de f sobre [a,b].

La discusion hecha en el caso de funciones continuas definidas sobre [a,b] se puede
extender al caso de funciones no necesariamente continuas. En realidad, la tnica
condiciébn que se requiere para que las sumas de Riemann tengan sentido es que la

funcién f esté limitada o acotada. Es decir, existen constantes m y M tales que

m < f(x) < M, paratodo x € [a,b].
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Figura 2.2.7: Grafica de una funciéon acotada en [a,b]: m < f(z) < M, Vz € [a,b], con
m, M € R.

A diferencia del caso cuando f es una funciéon continua, en general no podemos
garantizar la existencia del limite de las sumas de Riemann sobre todas las particiones,

pero es posible establecer la definicion de integral definida para funciones acotadas.

DEFINICION 2.14 (Integral definida). Sea f : [a,b] — R una funcién acotada en
[a,b] (m < f(z) < M, para todo x € [a,b]). Diremos que f es Riemann integrable

en [a,b], si existe un namero real Z tal que

n
T=lim Y f(z})Aix,
=1

n—oo -
sobre todas las particiones P de [a, b],
To=a<x1 <x3<- < Tp_1<xp=0>0,

donde Ajx = x; — a1 y xf € [15-1, ;). En adelante denotaremos Z como

b
- [ s,
a
y la llamaremos integral definida de f sobre [a, b].

OBSERVACION 2.15. 1. De la discusion anterior, toda funcién continua sobre un
intervalo cerrado [a, b] es Riemann integrable sobre [a, b].
2. En particular, funciones continuas a trozos que sean acotadas sobre un intervalo
cerrado [a, b] son Riemann integrables sobre [a, b].
3. Suma de funciones Riemann integrables sobre [a, b] son Riemann integrables sobre

[a,b].
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4. No toda funcion acotada es Riemann integrable. En efecto, consideremos
la funcién caracteristica xg de los nameros racionales sobre un intervalo [a,b],
definida como

1, si z€la,bNQ,
Xo(z) = ,
0, si z¢€la,b NI,
donde QQ denota el conjunto de los nimeros racionales e I denota el conjunto de

los ntmeros irracionales. Dada cualquier particion P de [a, b], digamos:
ro=a<x1 <---<xp=0>0,
y escojamos puntos
x; € [ri—1,2;) NQ y x:r € [xi—1, 2] N1

Por lo tanto, para cada 1 < i < n tenemos que xo(z}) = 1y xo(z; ) = 0. Ademés,

también tenemos que

n n

nh—>H;<> z; xo(z])Ajx = nh—>H;<> z; A;x=b—a.
1= 1=

De otro lado, tenemos que

n

nlirrgo ;XQ(x:r)Aix = nl;ngo ;(O)Aix =0.

En consecuencia, xg no puede ser Riemann integrable sobre [a, b], pues todos los

limites deberian ser iguales sobre cualquier escogencia de los x} y x:r

TEOREMA 2.16. Sea f wuna funcion integrable sobre un intervalo cerrado [, f].

Entonces para toda a,b,c € [a, 5] se tiene que
a b a
(1) [ [f(t)dt=0. 2 dt = — dt.
/ @ [ roa=- [ o

(3) /:f(t)dt—/:f(t)dtJr/cbf(t)dt.

Demostracién. Vamos a hacer una demostracion geométrica de la propiedad (3) en
el caso en que f sea continua y positiva sobre [«, 3], para utilizar el concepto de area
estudiado atras. En primer lugar, notemos que en la propiedad (3) no se exige que
a, by c estén ordenados como a < b < c¢. Primero supongamos que efectivamente

a < ¢ < b (ver Figura 2.2.8).
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—

o
S 4+ ——

Figura 2.2.8: Gréfica de una funcion f(z) donde a < ¢ < b.

En este caso, recordemos que para f no negativa tenemos que

c b
/ ftydt = AS(f) y / F()dt = AY(f),

donde AS(f) denota el area bajo la grafica de f sobre [a,c] y A%(f) denota el area
bajo la grafica de f sobre [c, b]. Dado que,

b
/ f(t)dt = Ab(f) (area bajo la grafica sobre [a, b])

entonces concluimos que efectivamente

/:f(t)dt:/:f(t)dt+/cbf(t)dt.

Ahora supongamos por ejemplo que a < b < ¢ (ver Figura 2.2.9).

Figura 2.2.9: Grafica de una funcién f(z) donde a < b < c.
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Entonces utilizando el primer caso y la propiedad (2) concluimos que

/:f(t)dt—/abf(t)dtJr/bcf(t)dt—/:f(t)dt/be(t)dt,

lo cual es equivalente a

/abf(t)dt—/acf(t)dtJr/cbf(t)dt.

EJEMPLO 2.17. Sea f(z) = 2 + 1 definida en [0, 4]. Entonces se tiene que
2 3 2
/ (:c2+1)dx:/ (:c2+1)dx+/ (22 + 1) dx
0 0 3

— /03(;52+1)dx/23(x2 + 1) dz.

TEOREMA 2.18 (Linealidad). Sean f y g funciones integrables sobre [a,b] y A € R.

Entonces

ay[u+wwm=£ﬂwm+é%ww

b b
@ [onwa=x [ s

Demostracion. Sea P una particién cualquiera de [a,b] y sea z] € [mi—1,x;].

Entonces,
n

S+ M)Az =" f@) A+ 2> g(z]) A,
i=1 i=1

i=1
dado que f y g son integrables, los limites del lado derecho existen sobre todas las
particiones, y por lo tanto el limite del lado izquierdo existe sobre todas las particiones.

En otras palabras,

b b b
/(f+)\g)(t)dt:/ f(t)dt+>\/ g(t)dt,

lo que demuestra (1) y (2).

Ejercicios

I.- En los problemas 1 a 6, calcule primero (en términos de m) la suma
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Para aproximar el area A de la region bajo y = f(k) sobre el intervalo [e, f]. Determine

después A exactamente (como en los ejemplos 2.8 y 2.10) mediante el limite cuando

m — oo.
1. f(k) =k en [0,1]. 2. f(k)=k? en [0,2].

3. f(k)=k® en [0,3]. 4. f(k)=k+2 en [0,2].
5. f(k)=5—3k en [0,1]. 6. f(k)=9—k2 en [0,3].

II.- En los problemas 1-5, exprese el limite dado como una integral definida

en el intervalo indicado [j, k]. Suponga que [x;_1,z;] denota el i-ésimo subintervalo
h—

de una subdivision de [j, k] en n subintervalos de igual longitud Az = —a, y que
n

xf € [xi—1, 24

n n

1. lim > (2zf —1)Axz en [1,3]. 2. lim Y ((z})? +4)Az en [0,10].
n—o0 ;7 n—o0 ;7
P - L 1
3. nll_{r(;loz;,/xiAx en [4,9]. 4. nh_}rr;%; WAx en [3,8].
n
5. lim > (sen2ma})Az en [5,1].
6. Suponga que f es una funciéon continua en [p, q] y que 7 es una constante. Utilice
sumas de Riemann para demostrar que
b b
| riwas=r [ sy,
a a
7. Suponga que f(z) = k, una constante. Utilice sumas de Riemann para demostrar

que

/abkdz — k(b a).

ITI.- En los problemas (1) y (2) del ejercicio anterior, calcule el limite dado en
el intervalo indicado [j,k], tomando x} = i(w;—1 + z;) (punto medio del i-ésimo

subintervalo).
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2.3. Teorema Fundamental del Calculo — Evaluacién de integrales
definidas

En esta seccion vamos a verificar que para funciones continuas, la integral definida

/abf(x)dx

se puede calcular evaluando una antiderivada de f. Es decir,

b
— F(b) - F(a),

a

b
| f@da =P
donde F es una antiderivada de f (F'(z) = f(x)).

Esta propiedad se conoce como uno de los resultados mas importantes del curso de

Calculo:

TEOREMA 2.19 (Teorema Fundamental del Calculo (TFC)). Sea f : [a,b] = R

una funcién continua y definamos F : [a,b] — R por

N@:/f@ﬁ
Entonces, F' es una antiderivada de f (F' = f).
Mids ain, si G es una antiderivada de f, entonces
b

b
/f@ﬁzG@

= G(b) - G(a).

Los siguientes resultados son una consecuencia directa de este importante resultado,

e Po) = g () = 5 [ ) = 1o

2.- Si f es diferenciable en [a,b],

| o= [ L= s@ - o

Demostraciéon. Vamos a presentar una prueba heuristica del (TFC) cuando la
funcion f es no negativa y continua en I = [a,b]. Consideremos la funcién &area
A : [a,b] — R asociada con una funcién continua y positiva f : [a,b] — R definida

como

A@%:/zﬂﬂﬁ.
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Figura 2.3.1: Interpretacion geométrica de la funcion A(x).

En primer lugar de las propiedades de la integral definida,

a b
A(a):/ fdt=0 A(b):/ (1) dt.

Vamos a mostrar de forma heuristica que A es una antiderivada de f (A'(z) = f(z)).

Note que de acuerdo con las propiedades anteriores A(a) =0y

b
[ fa)ds = a0) = A®) - A@) = A,

mostrando que efectivamente el calculo de la integral definida de f sobre [a,b]

corresponde a la evaluacion de la antiderivada A de f.

Recordemos que

A (o) = lim A F h}z — Ao)

De otro lado, para h > 0,

xo+h
A(zg + h) — A(zg) = / f(z)dx

Zo

representa el area bajo la grafica de f entre zg y g + h (ver Figura 2.3.2).

Notemos que dicha area para h suficientemente pequefio se puede aproximar como el
area del rectangulo con base el intervalo [zg, 20 + h] y altura f(zg). Es decir, para h
suficientemente pequenio,

zo+h

A(zo + ) — Alw) = / (@) dz ~ f(zo)h

Zo

En consecuencia,

.A(l‘() + hf)L — .A(J,‘Q) ~ f(l‘())
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I
I
I
I
i |
|
| f
0 a Zo Zo + b

Figura 2.3.2: Representacion geométrica de A(xo) y A(xo + h).

Si h < 0 se obtiene la misma conclusioén pues en este caso,

xo+h
Ao+ h) — Alwo) = / f(z) da

Zo

= _/xo f(x)de = —[f(x0)(=h)] = f(z0)h.

o+h

Tomando limite cuando A — 0, concluimos que

A'(z0) = f(20).

Una demostraciéon més detallada desde el punto de vista matemaético requiere de

elementos de Calculo Avanzado o Anélisis Bésico.
EJEMPLO 2.20. Sea f(z) = 423 + 622 + 1 sobre [1,2]. Entonces,
2
/ (42° + 62° + 1) dz = (2" + 22° + z) ﬁ =34 -4 =30.
1
Una de las consecuencias mas relevantes del (TFC) es el Teorema del Valor Medio
para Integrales:

COROLARIO 2.21 (Teorema del Valor Medio para Integrales). Si f: [a,0] > R

es una funcidn continua, existe ¢ € (a,b) tal que

b
/ f(x)dz = f(e)(b— a).

Demostracién. Definamos F : [a,b] — R por

Flz) = /x F(t) dt.
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Del Teorema Fundamental del Calculo, F' es diferenciable y una antiderivada para f.
Mas aitin,
b
b
/ f(t)ydt. = F(z)|" = F(b) - F(a).
Pero del Teorema del Valor Medio para derivadas, aplicado a la funciéon F', sabemos

que existe ¢ € (a,b) tal que
F(b) = F(a) = F'(c)(b—a) = f(c)(b—a) (F'=f).
Por lo tanto como queriamos verificar,
b
[ @)de= pee - a)

EJjemprLos 2.22. Utilizar el Teorema Fundamental del Calculo para calcular las

derivadas de las funciones dadas.

1- G(z) = / t3 dt. En este caso, G'(r) = x3.
1

3z
2- H(zx)= Vit + 2dt.

0

Para realizar la derivada de H es necesario observar que H se puede descomponer

como una funcién compuesta. En efecto, definamos las siguientes funciones
F(y) = /0?/ Ny g(z) = 3z.
Entonces, j H(z) = (F og)(z) = F(3z)! Note que
H'(z) = F'(32)g' (z) = 3F'(3z).
Del TFC, F'(y) = /y* + 2. De modo que

H'(z) = 3v/(3z)* + 2.

3yt—1
3- K(y) = / (14 e*)Y3 dz.
1

Como en el caso anterior, K se puede descomponer como una funcién compuesta.

En efecto, definamos las siguientes funciones
w
R(w) = / (1+e)3dz y  g(s)=3s*—1.
1
Entonces, jK(y) = (Rog)(y) = R(3y* —1)! Note que

K'(y) = R'(3y* — 1)g'(y) = 12¢°R'(3y* — 1).
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Del TFC, R'(w) = (1 + ¢e*)'/? y ademas, ¢'(s) = 12s°. De modo que

K'(y) = 12°(1 + eV =0)1/3,

2t2+1
4.- S(t) :/ sen(1 + w?) dw.
5

3—1
Para aplicar el TFC es necesario descomponer la integral de la siguiente forma

1 2t%+1
S(t) = / sen(1 + w?) dw + / sen(1 4 w?®) dw
5 1

t3—1

5t%—1 ) 2t%+1 )
=- / sen(1 4 w?) dw + / sen(1 4 w?) dw
1 1

2t%+1 5t5—1 (
= / sen(1 +w3)dw7/ sen(1 + w?) dw.
1 1

Como en los ejemplos anteriores, es necesario evaluar en el limite superior, sin

olvidar multiplicar por la derivada interna. Asi que,
S'(t) = 4tsen(1 + (22 + 1)) — 15t%sen(1 4 (5¢3 — 1)3).

5.- Sea f definida como

Si F(x) = /Oz f(s)ds, encuentre F"(3).

En primer lugar, del TFC tenemos que F'(z)= f(x). Por lo tanto,
F"(x) = f'(x). De nuevo aplicando el TFC tenemos que

s3 s3
Po) = (a2 2 < R

En consecuencia, F"'(3) = f'(3) = 37%2(3)3 = @

6.- Encuentre una funcion f tal que para = > 0,

2

xT
227 — 4/ tf(t)dt = 223,
1
Derivando ambos lados de la igualdad, y después de utilizar TFC obtenemos que

142% — 4(22)22 f(2?) = 62% & Ta* —daf(2®) =3.

2 _
Por lo tanto, f(x) = e 3, con z > 0.

v
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7.- Sila funcién g(t) = 3t% + 1 representa la ganancia de una empresa en el periodo
entre ¢ = 2000 y ¢ = 2010 en miles de millones, determine el promedio de la
ganancia en dicho periodo y encuentre el tiempo t. en donde se obtuve esta

ganancia promedio.

Utilizando el Teorema del Valor Medio para integrales, sabemos que el promedio

de la ganancia g en dicho periodo viene dada por

1

2010
G=— 312+ 1) dt
9= 2010 — 2000 /2000 (38 +1)

1 2010

= E(t3 + t)‘
- 11_0((2010)3 — (2000)* + 10)

= 12060101 (miles de millones).

2000

Para calcular el tiempo t. para el cual se alcanza la ganancia promedio, tenemos

que recordar que

1 2010 ) )
j=— 32+ 1) dt = g(t,) = 3t2 + 1.
9= 3070 = 3000 /2000 (3t"+1) g(te) =3t; +

Por lo tanto,

/12060 100
32 4+1=12060101 <« t.= ———— ~ 2005.

Ejercicios

Para los problemas 1 al 7 derive la funcion dada.

2 3y
1. f(t):/o V1+ 23 de. 2. g(y):/4 sen(z?) dz.

Y

3. h(w) = /wl V1—2a2dx. 4. k(x) = /11 sen(y/y) dy.

cos(s) ) 5 y2+1
5. 1(s) :/ (z% 4+ 1)° d=. 6. p(y) :/ sds.
S 2

en(s) y2

t5
7. q(t) = / V1+r2dr.
t4
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8. Determinar una funcién continua f para x > 1 tal que

x2—1+/x V14 f(t)de.
1

9. Encontrar una funcién continua f para x > 0 tal que

z? $4 1
/ (1+\/7_£)f(t)dt=3—2x———4/ t(1+t2) dt
2 2 Jz

10. Sea f la funcién definida por

o= [ P si 6 = [ 1) ds

encuentre G”(2).

2
Sea g(z) 1/Zeﬁth t/2’()d
11. Sea g(z) = = —— dt. Encuentre g'(s)ds.
21 Vit 1
12. Suponga que f es una funcién diferenciable en R y defina F como
Yy

F(y) = /0 s2f(s)ds. Si f(1) =0y f'(1) = 1, verifique que F"(1) = 1.

13. Encontrar una funcién continua f para z > 0 tal que

1

/Oz (2+\3/1_f)f(t)dt+§/2 KA+ 1) di = g

z

TEOREMA 2.23 (Evaluaciéon de integrales).

1.- Método de sustitucion. Si g es una funcion diferenciable y f es una funcion

continua sobre [a, b], entonces

b . B g(b) B g(b)
| soeng@az= [ i el

donde F' es una antiderivada de f.
2.- Método de integraciéon por partes. Si f y g son funciones diferenciables en
[a,b],
b

b b
/ (@) (@) dz = (f(2)g()) | - / o) ' () da

a

EJEMPLO 2.24. 1.- Evaluar la integral definida

_ 4 cos(2+31/2)
I—/1 7\/5 dz.
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Hagamos la sustitucion v = 2 + 31/z. Entonces du = %dz o equivalentemente
%du = % dz. Ademas, si z = 1, tenemos que u = 2+ 3v/1 = 5, y si z = 4 obtenemos

que u = 2 + 3v/4 = 8. Por lo tanto,

4 8 8
I= / cos(2+ 3v/2) dz = 2/ cos(u) du = 2sen(u)
1 vz 3 Js 3 5

2
= g(sen(S) —sen(5)).

Con el fin de evitar posibles errores en el proceso de sustituciéon podemos primero
cos(2 + 31/z)
vz
realizar la evaluacion utilizando de nuevo el Teorema Fundamental del Calculo. Méas

encontrar una antiderivada de la funcién , vy después proceder a

concretamente,

/7608(2\—/;3\/;) dz = % /cos(u) du = %SGD(U) +C = %sen@ +3vz) +C.

Por lo tanto,

_ [feos@A3vE) 2 z " = 2 (sen(8) — sen
-/ T de = S(sen(2+3v2)) + O)f | = Sen(®) — sen(s).

2.- Utilice integracion por partes para evaluar la integral definida

€1
/ n) .
1 15

Como discutimos en los ejemplos, en este caso tomamos u = In(t) y dv =

| =

~+

1 .
Entonces, du = n you= %t% Por lo tanto, reemplazando obtenemos que
€ 1In(t 5 e 5 (¢ 31
/ 80 gy = D4t g ——/ £5 = dt
1 5 3 1 3 1 t

5 3 € 5) ) 3
= getmef - (5) (5)

e

1

Como discutimos en el ejemplo anterior, primero podemos calcular una antiderivada

y después proceder a evaluarla. Es decir,

hl(t) 5 3 5 31 5 3 5 5 3
Dar=203m() -2 [e32ar = 2ebmey — (2) (2) e,
/ =2 3/t St = 2t n() (3) <3>t
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Por lo tanto,

Ejercicios

Aplique el Teorema de evaluacion para evaluar las siguientes integrales definidas.

3 -1 2
5 dh
. — dh. 2. —. . S .
/1 thh /_2 i 3 /1(x x°) dx
3,4 4 1
4./ AR 5./ a 6./u
1z RVAE 0

—

82 e/ 2 4 3 510
7. o/ 4 — 5t>/ %) dt. 8. x°+1)° dz. 9. / —— dt.
X ) fa+n , @37
9 4 3 du
10. / (1+/r)?dr. 11. / V3rdr. 12. [ .
1 0 2 U
4 w/2 ™ 5
13. / (t2 — 2)\/7_§dt_ 14. / cos 2r dr. 15. / sen“ rcosrdr.
1 0 0
2 5 o 7/8
16. / cos Ty dy. 17. / sen — dx. 18. sec? 2t dt.
0 0 10 0

2 4 8
d
19./ (7”3 20./y\/y2+9dy. 21./y
1

x4+ 1)3 0 0

1 /2
22. / x3sen at d. 23. / (1+3sen6)3/2 cos 0 db.
0 0

4 /6
24. / Y4 —ydy. 25. / sen 2y cos® 2y dy.
0 0

Vy+1ldy.

95
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2.4. Aplicaciones de la integral definida

En esta seccién vamos a considerar como aplicaciones de la integral definida el célculo
de

1. Area de regiones planas.
2. Volimenes de sélidos.

3. Longitud de arco.
4

. Area de superficies.

2.4.1. Area de regiones planas. Como discutimos en la introduccién de la
integral definida, si f : [a,b] = R es una funcion continua y positiva, entonces el
area de la region R limitada por la grafica de f sobre [a, b], A(R), viene dada por la
integral definida

b
AR) = / F(tydt,

la cual se interpreta de acuerdo con el Principio de Cavalieri como “la suma de la

altura f(t) tomada con respecto al eje real ¢, desde t = ¢ hasta t = 1".

En general, si R es una region plana acotada y L es una recta, entonces se define
la altura h de R en el punto P con respecto a la recta L como la longitud de la
interseccion de la region R y la recta L; que pasa por P y es perpendicular a L (ver

Figura 2.4.1).

Ly

Figura 2.4.1: Funcién altura.
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DEFINICION 2.25 (Area de regiones planas). Sean L una recta arbitraria, O € L
un punto denominado origen de L y R la regiéon plana acotada limitada entre las
rectas t = a y t = b sobre L con respecto al origen O. Denotemos con h(t) a la
longitud (altura de R) de la intersecciéon de la recta perpendicular a la recta L en el

punto ¢ € [a, b] con la region R (ver Figura 2.4.2).

Definimos el area de la regién R con respecto a L como el namero real caracterizado

por la “suma de alturas” h(t) dado por

Figura 2.4.2: Region plana acotada.

OBSERVACION 2.26. El area de una region R es independiente de la recta L.

Utilizando esta definicién se pueden verificar directamente los siguientes resultados.
TEOREMA 2.27. 1.- Sean f : [a,b] — R una funcién continua y positiva, y R la region

limitada por la grdfica de f sobre [a,b] en el eje x, entonces el drea de la region

R (drea bajo la grdfica de f) es

b
AR) = / f(z) dz,
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o~ =

Figura 2.4.3: Area entre la grdfica de f y el eje x.

2.- Sean f : [a,b] = R es una funcion continua (no necesariamente positiva) y R la
region limitada por la grifica de [ sobre [a,b] y el eje x, entonces el drea de la

region R es

b
AR) = / (@) d.

Figura 2.4.4: Arca entre |f| y el eje x.

3.- Sean f, g : [a,b] — R funciones continuas, y sea R la regidn limitada por la grificas
de f y g sobre [a,b] en el eje x, entonces el drea de la region R (drea entre las

funciones f y g) es

b
A(R) = / (@) — ()] d.
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| s) = ()~ 9(5)

- —iu=g(x)
t 5 p x

Figura 2.4.5: Arca entre las funciones f y g en [a,b].

De forma anéloga se tiene el siguiente resultado con respecto al eje y.

TEOREMA 2.28. 1.- Sean g : [c,d] — R una funcion continua y positiva, y R la regién

limitada por la grifica de g sobre [c,d], entonces el drea de la region R es

d
A(R) = / o(y) dy.

2.- Sean g : [c,d] — R una funcién continua (no necesariamente positiva) y R la
region limitada por la grifica de g sobre [a,b] y el eje y, entonces el drea de la

region R es
d
AR = [ lowl v
3.- Sean f,g: [c,d] — R funciones continuas y sea R la region limitada por la grificas

de f y g sobre [c,d] en el eje y, entonces el drea de la region R (drea entre las

funciones f y g) es

d

AR) = [ |f(y) —9(y)ldy.
Y T = f(y)//
d 5
s \\ ——h(s) = £(5) = 9(5)
. r B h(t) = g(t) — f(t)

/ =)
0 x

Figura 2.4.6: Area entre las funciones f y g sobre [c, d].
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EJjEMPLOS 2.29. 1.- Consideremos las funciones
fl@y=2" y g=2a

a) Determine el adrea A(R) de la region R del plano limitada por las graficas de f y

g sobre el intervalo [0, 2].

b) Determine el area A(R) de la region R del plano limitada por las graficas de f y

g sobre el intervalo £, 3].

/ 2
/7 Y=
L /
2 ’
7
/
1+ ’
7
7
7
- | | |

0 1 2 3 T

Figura 2.4.7: Graficas de las funciones f(z) =z y g(z) = 2z.

Solucién. a) En este caso la funcién altura es h(z) = 2z — 22 con z € [0,2]. Por lo

tanto, el drea A(R) es

2 2
A(R)—/O(Qxe)dx—('EQ%xS)‘ :472:%

0

Notemos que el area A(R) también se pudo haber calculado como una integral con

respecto a la variable y. En este caso, R esta limitada por las graficas de las funciones

p(y) = /¥y q(y) = 1y. Por lo tanto, la funcion altura es I(y) = \/y — 1y. Asi que

A(R)Z/;(\/@—%y) dy:(%y —igﬁ) ’4=E—4:3

o 3 3
b) En este caso la funcién altura es h(z) = 2z — 22 con z € [$,2] y h(z) = 2® — 22

i

con z € [2,3]. Por lo tanto, el area A(R) es
2 3
A(R) = / (22 — 2?) dx + / (2% — 22) da

1 2
Y R | R
3 2 3 16 48 °

2
(-
3

Le queda al lector como ejercicio calcular el area A(R) en términos de la variable y.

[N
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2.- Considere las siguientes relaciones entre las variables = e y (ver Figura 2.4.8):
_ 2 _ 2
y=@-27" vy =y

Determine el area A(R) de la region R del plano en el primer cuadrante limitada por

la graficas dadas cuando:

a) 1<z <3, b) 0 <z <3, c) 0<y<3/2
4ry .
\ /
\ /
9 /
3*\ y:($—2) /
\ /
\ /
2 / )
\ J r=1y
\ /:
\ /
1 kb /
N /
N //
N
i ., o 1 1
0 1 2 3 4 x

Figura 2.4.8: Graficas de y = (z — 2)? y 2 = y? sobre [0, 5].

Solucién. Primero observemos las gréficas de f(z) = (v — 2)? y g(z) = /z sobre
[0, 5]. Notemos que las graficas de las funciones f y g se intersecanen © =1 e y = 1.

Ademas, el segundo punto de interseccion se tiene para 3 < x <4y paral <y < 2.

a) Si R es la region del plano en el primer cuadrante limitada sobre 1 < z < 3,
entonces la funcién altura viene dada por h(t) = v/t — (t — 2)2. En consecuencia, el

area de R es

b) Si R es la region del plano en el primer cuadrante limitada sobre 0 < z < 3,

entonces la funcién altura viene dada por h(t) = (t — 2)? — ¥/t para 0 <t < 1y por
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h(t)
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=/t — (t —2)? para 1 <t < 3. En consecuencia, el area de R es

A(R) = /01((7:—2)2 - \/E)dt+/13(\/£— (t —2)?)dt

— [l(t 2)% — %t%]l

3
25 1 ,
St —(t—2)3

0 3 1

5 4 1
=2 1 9y/3 - - =923+ =.
3+f 3 f+3

c) Si R es la region del plano en el primer cuadrante limitada sobre 0 <y < 3/2. En

este

caso tenemos que reescribir las funciones en términos de la variable y.

Para 0 < y < 1, la pardbola y = (x — 2)? se debe describir como

ay) =2+y, g20y) =2—-y.

En este caso, la funcién altura viene dada por h(t) = g1(y)—g2(y) = 2,/y. Ahora, para

1<

y < 3/2,la funcion altura en términos del eje y viene dada por h(y) = 2+,/y—y>.

En consecuencia, el area de R es

1 % 9 431 2 3 13%
AR) = | 2yydy+ | C+Vy—y)dy=|zy2| + |20+ cy2 — 3y
0 1 37 1o 3 37 ],
4,23 LI s 1y _T,2(3 :
3 3\2 8 3/ 8 3\2)

Ejercicios

I.- Determine el area de las regiones descritas en los siguientes problemas.

1.

La region S acotada por debajo por la grafica y = 23 y por arriba por la grafica
y =z en el intervalo [0, 1].

La region S entre la grafica y = (z + 1)? y el eje = en el intervalo [1, 3].

La region S acotada por arriba por la grafica y = 2% y por abajo por la grafica
y =2 en el intervalo [0, 1].

La regién S acotada por arriba por la grafica y = 22 y por abajo por la recta
horizontal y = —1 en el intervalo [—1, 2].

La region R acotada por arriba por la grafica y = 1/(z + 1)3 y por abajo por el
eje x en el intervalo [0, 2].

La regién R acotada por arriba por la grafica y = 42 — 22 y por abajo por el eje
x.

La region R acotada por la izquierda por la grafica de x = y? y por la derecha

por la recta vertical z = 4.
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8. La region R entre las graficas de y = 2% — 4 y y = 322

I1.- En los siguientes problemas, esquematice las regiones acotadas por las curvas

dadas; determine después su érea.

l.y=2% y=4 2. =0, =16 —y>

3. x =92, r=32—19> 4. y=2x2, x=1>

5. y=2z?, y=>5zx—3. 6. y =22, y=3+5r— 2%
7.y=2a y=4(z—1)~% 8 y=at y=32—a%

9. y =213, y=2r— 2% 10. y? =z, y? =2(x —3).

1. y=2°, 24+y=0, y=x+6.

2.4.2. Volamenes. Consideremos un sélido acotado S C R? y tomemos una, recta
L C R3 con vector director 7. Para cada punto P sobre L definimos A(P) como el
area de la region plana R(P) formada como la seccion transversal perpendicular a L
en el punto P. Esto es, R(P) es la interseccion del solido S con el plano II(P) que

pasa por el punto P y tiene vector normal 7} (ver Figura 2.4.9).

Figura 2.4.9: Secciones transversales perpendiculares.

Utilizando una vez mas el Principio de Cavalieri, podemos definir el volumen del
solido S, denotado con V(S) como “la suma de las areas de las secciones transversales

perpendiculares a la recta L”. Mas concretamente, tenemos la siguiente definicién.
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DEFINICION 2.30 (Volimenes de sélidos acotados). Sean L una recta arbitraria,
O € L un punto denominado origen de L y S C R? un solido acotado. Si S esta
limitado entre t = a y t = b sobre L con respecto al origen O y si A(t) es el area de
la seccion transversal perpendicular a la recta L en t € [a,b] (interseccion del solido
S con el plano II; que es perpendicular a la recta L en el punto ¢, ver Figura 2.4.10),
entonces definimos el volumen del sélido S con respecto a L como el nimero real

caracterizado por

Figura 2.4.10: Secciones transversales perpendiculares.

OBSERVACION 2.31. El volumen de un sélido acotado S es independiente de la recta L.

EiEMPLOS 2.32. 1.- Volumen de un cilindro. Vamos a mostrar que el volumen de
un cilindro circular de radio r y altura h es V(C) = 7r2h. Sea L el eje perpendicular
a la base del cilindro que pasa por el centro del circulo. Si 0 < ¢ < h, entonces el area

A(t) de la seccion perpendicular a L de altura t es

A(t) = 7r? (independiente de t).

f—— = —

Figura 2.4.11: Cilindro de radio r y altura h.
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Es decir A(t) = 7r? es constante con respecto a t. Por lo tanto,

h h
V(C) = / A(t)dt = mr? / dt = 7r?h.
0 0

2.- Volumen de un cono circular recto de radio r y altura h. Vamos a establecer
que el volumen de un cono circular recto de radio r y altura h es V(C) = $7r?h. Sea L
el eje perpendicular a la base del cono que pasa por el centro del circulo. Si 0 < t < h,

entonces el area A(t) de la seccion perpendicular a L de altura ¢ es

A(t) = ns* ( donde s depende t.)

(0, h)

~+

(r,0)

u_/'

Figura 2.4.12: Cono circular recto de radio r y altura h.

Pero utilizando semejanza de tridngulos concluimos que

h h—t
—_ = E—> s =
r S

(h —t).

> =

Por lo tanto,

2
A(t) = 782 = w%(h _—

De donde, el volumen de un cono circular recto de radio r y altura h es

h 2 rh 9 )
r e 1 b mr2h
V(C):/O A(t)dt:ﬂ-ﬁ/o (h_t)2dt:_ﬂ-ﬁ§(h_t)30: -~

3.- Volumen de una esfera. Como hemos aprendido, el volumen de una esfera S de
radio r es V(S) = 2713, Sea L el eje perpendicular a la base de la esfera que pasa por
el centro del circulo. Si 0 < ¢ < r, entonces el drea A(t) de la seccién perpendicular a

L de altura t es
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A(t) = ns* ( donde s depende de t).

Pero del Teorema de Pitagoras se puede ver

que
s =12 —t2.

Por lo tanto, el volumen de la esfera es

la “suma de areas” desde —r hasta r. Mas

concretamente, Figura 2.4.13: Esfera de radio r.

V(S):/T A(t)dt:/r ns® dt

- -

T 1 T
= 7r/ (r* —t*)dt =7 |:’I“2t - §t3]

2.4.2.1. Sélidos de revoluciéon — Secciones transversales perpendiculares.
Estamos interesados en calcular el volumen de algunos sélidos generados al rotar una
region del plano alrededor de una recta. Los siguientes son algunos ejemplos tipicos

de tales solidos.

EJEMPLOS 2.33.

1.- Cilindro circular recto de radio r y altura h.

Figura 2.4.14: Cilindro generado al rotar I alrededor del eje y.
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2.- Cono circular recto.
r
u_/
Figura 2.4.15: Cono generado al rotar un segmento oblicuo I alrededor del eje y.
3.- Esfera de radio r. y
T
Figura 2.4.16: Esfera generada al rotar 22 4+ 32 = r? (y > 0) con respecto al z.
4.- Elipsoide.
2 y?
Figura 2.4.17: Elipsoide generado al rotar — + = =1 (y > 0) con respecto al eje z.

a?  b?
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5.- Paraboloide. y

Figura 2.4.18: Paraboloide generado al rotar y = z? alrededor del eje y.

DEFINICION 2.34 (Sélido de revolucién). Sean R C R? una region plana (limitada
entre dos a més curvas planas) y L C R? una recta tal que no cruce a R. Al sélido
S C R? generado al rotar la region R alrededor de la recta L se le denomina sélido
de revolucion (ver Figura 2.4.19). Si la region R esta limitada por una curva C'y la

recta L, llamaremos a la curva C' generatriz del sélido S.

Figura 2.4.19: Superficie de revolucién de C' con respecto a L.

DEFINICION 2.35 (Seccién transversal perpendicular). Sea S el solido de
revolucién con curva generatriz C' con respecto a la recta L. Sea P un punto sobre L
y denotemos con [(P) a la distancia entre la recta L y la curva C' (ver Figura 2.4.20).
Entonces, la seccién transversal de S perpendicular a la recta L es un circulo de radio
[(P), y por lo tanto, el drea de dicha seccion transversal perpendicular a L en el punto

P es
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Figura 2.4.20: Superficie de revoluciéon de C' con respecto a L en [a, b].

Del Principio de Cavalieri, si O € L es el origen y si S estd limitado entre t = a y
t = b con respecto al origen O, entonces el volumen del solido de revoluciéon S viene

dado por

donde I(t) es la distancia entre L y C' en el punto t € [a, b]. En particular tenemos:

TEOREMA 2.36. 1. Sean f : [a,b] — R una funcidn continua no negativa y S el sélido
de revolucion generado al rotar la region bajo la grifica de f sobre el intervalo [a,b].

Entonces el volumen de S es

Figura 2.4.21: Superficie de revolucidn generada por y = f(x) al girar alrededor del

eje x.
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2. Sean g : [c,d] — R una funcidn continua no negativa y S el solido de revolucion
generado al rotar la region bajo grdifica de g sobre el intervalo [c,d]. Entonces el

volumen de S es

Figura 2.4.22: Superficie de revolucion generada por = g(y) al girar alrededor del eje y.

EjEmMPLOS 2.37. Calcule el volumen del sélido de revolucion S en los siguientes casos:

1.- Sea S el s6lido de revolucién obtenido al rotar alrededor del eje x la region R que

se encuentra bajo la grafica de y = 2, entre las rectas = 1 y 2 = 2.

2.- Sea S el solido de revolucion obtenido al rotar alrededor del eje y la region R que

se encuentra bajo la grafica de y = 2, entre las rectas y = 1 e y = 4.

3.- Sea S el solido de revoluciéon obtenido al rotar alrededor del eje y = —1 la region

R que se encuentra bajo la grafica de y = 22, entre las rectas x = 1 y = = 2.

4.- Sea S el solido de revolucién obtenido al rotar alrededor del eje x = 4 la regién R

que se encuentra bajo la grafica de y = 2, entre las rectas y = 1 e y = 4.

1.- Rotacidén con respecto al eje x. Primero observemos que la region R y el solido

S que se genera cuando R se gira en torno al eje x tienen la siguiente forma:
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Figura 2.4.23: Solido de revolucién generado por la regiéon R al girar alrededor del eje z.

Utilizando el método de secciones transversales perpendiculares o discos, sabemos que

el volumen del sélido resultante se calcula mediante la formula
2
V(S) =7 [ [f(@)Pda
1

donde f(x) mide el radio de la seccion transversal sobre el eje z. En consecuencia,
2 2 2
V(S) = 77/1 [2?)dx = 77/1 rtdr = gx‘%}l = g(25 —1%) = e

2.- Rotacién con respecto al eje y. En primer lugar
y=1> & w=j y=0
En este caso la region R y el solido S que se genera cuando R se gira en torno al eje

y tienen la siguiente forma:

Figura 2.4.24: Solido de revolucion generado por la region R al girar alrededor del eje y.
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Utilizando de nuevo secciones transversales perpendiculares o discos, sabemos que el

volumen del sélido resultante se calcula mediante la férmula

4
V(S) = / lo(y)2dy,

donde g(y) mide el radio de la secciéon transversal sobre el eje y. En consecuencia,

4 4
V(S) = / a2y = / ydy

T S T, o4 9 157
=— =—-4"-1%) = —.
2], = 3l )=
3.- Rotacion con respecto al eje y = —1. Observemos que la region R y el sélido
S que se genera cuando R se gira en torno al eje y = —1 tienen la siguiente forma:

Figura 2.4.25: Sélido de revolucion generado por la regiéon R al girar alrededor de la recta

y=—1.

Note que en este caso tenemos dos radios de rotacién con respecto al eje y = —1
paralelo al eje z, el radio exterior 7. y el radio interior r;, los cuales pueden ser
interpretados como el radio de rotaciéon mas alejado y el radio de rotacién méas cercano

al eje de rotacion y = —1 respectivamente. Estos radios viene caracterizados como

re =1+ 22 y ri=1
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Por lo tanto, el volumen del sélido debe ser la diferencia entre el volumen exterior y

el volumen interior. Es decir,

L

2 (o) (3

31
5

)

- 1637
15

4.- Rotacién con respecto al eje z = 4. Observemos que la region R y el s6lido S

que se genera cuando R se gira en torno al eje x = 4 tienen la siguiente forma:

Figura 2.4.26: Solido de revolucion generado por la region R al girar alrededor de la recta

xr =4.

Note que como en el caso anterior tenemos dos radios de rotacién con respecto al eje
x = 4 paralelo al eje y, el radio exterior r. y el radio interior r;, los cuales pueden
ser interpretados como el radio de rotacién més alejado y el radio de rotaciéon mas
cercano al eje de rotacién x = 4, respectivamente. Estos radios viene caracterizados

como
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Por lo tanto, el volumen del sélido debe ser la diferencia entre el volumen exterior y

el volumen interior. Es decir,
4 4
V(S) = [ty [ wr)?dy
1 1

[ @ == vy =7 [ Vi

16 30 1, ‘4 16, 49 1, 5 1797
==y -z =7 | =¥ -1)— (4> -1)| = —.

i ( TRt A Ml e )= 1) 6
OBSERVACION 2.38. Observemos que las ideas utilizadas en las rotaciones con respecto
a ejes paralelos de los ejes coordenados, se pueden extender cuando se desea calcular
el volumen de un sélido de revolucién generado por una regién plana que se encuentra

entre dos curvas. Méas concretamente.

TEOREMA 2.39. 1. Sea f,g : [a,b] — R funciones continuas tales que f(x) > g(x)
para todo x € [a,b]. Sea S el sdlido de revolucion generado al rotar la region
limitada por las grdfica de f y g sobre el eje x entre x = a y x = b. Entonces el

volumen de S es

Figura 2.4.27: Solido de revolucion generado al girar alrededor del eje x.

2. Sean f, g : [c,d] = R funciones continuas tales que f(y) > g(y) para todo y € [c,d].
Sea S el solido de revolucion generado al rotar la region limitada por las grifica

de f y g sobre el eje y entre y = c e y = d. Entonces el volumen de S es
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Figura 2.4.28: Soélido de revolucién generado al girar alrededor del eje y.

Ejercicios

los siguientes problemas utilice el método de

secciones transversales

perpendiculares para determinar el volumen del sélido generado, al girar en torno

del eje indicado la region plana acotada por las curvas dadas.

1.

10.

y=a2,y=0,z=1;el eje z.

. y=senz en [0,7], y = 0; el eje x.
Ly =22, 2 =1y% el eje 2.
.y =22 y=8—12 el eje x.

.y =1-—22% y=0;el eje x.

y =1—22% y = 0; la recta horizontal y = —1.
y=06—2% y=2;¢l eje y.
y=x—2% y=0 (0 <z <1);larecta horizontal y =

y=4,2=0,y =22 el eje y.

. y=2a* y=4, x =0 (solo el primer cuadrante); el eje y.
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2

11. y = 22, = = y?; la recta horizontal y = —2.

12. y = 22, x = y?; la recta vertical x = 3.

13. Considere la region S que esta acotada por las parabolas y? = = e y? = 2(z — 3).

Determine el volumen del sélido generado al girar S en torno del eje x.

2.4.2.2. Volumen para sélidos de revolucién — Capas cilindricas. En esta
seccién nos limitaremos al calculo de volimenes para sélidos de revolucién obtenidos
al rotar la region limitada por la grafica de funcién con respecto a los ejes coordenados,

o ejes paralelos a éstos.

DEFINICION 2.40 (Capa cilindrica). Llamaremos capa cilindrica de altura h al

conjunto limitado por dos cilindros concéntricos de altura h.

Figura 2.4.29: Capa cilindrica de radios r1 y 2 y altura h.

De acuerdo con la discusién, si C; y Cs denotan cilindros concéntricos de altura h y
radios r1 y 7o respectivamente (ro > r1), entonces el volumen de la capa cilindrica K
generada por K7 y K5 es
V(K) =V (K) - V(Ky) =7nrsh — nrih
=m(re—ri)(ri+r2) ) h
=27 (rl —;—7“2) (7“2 — Tl)h

= 2w Arh,




2.4. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 117

”;”2 y Ar = ro — r1. En otras palabras,

donde 7 =
V(K) = 27 - (promedio radios) - (incremento en r) - (altura).

Nosotros vamos a utilizar capas cilindricas con el fin de aproximar adecuadamente el
volumen de un sélido de revolucién obtenido al rotar con respecto al eje y la regién
bajo la grafica de una funcién continua. Sea f : [a,b] — R una funcién continua con

a > 0. Tomemos una particion arbitraria de [a, b], digamos
ro=a<x1 < - -<xp_1<Ty=n>0

Sobre cada subintervalo [z;_1,2;] construimos un rectangulo R; de altura h; = f(z;),
Ti + i1

donde #; € [x;_1, z;] es el punto medio entre x; y ;1 definido como Z; = 5

Y

Figura 2.4.30: Capa cilindrica entre z;—1 y x; con altura h;.

Al girar el rectangulo i-ésimo R; alrededor del eje y, obtenemos una capa cilindrica
K; de altura h; = f(Z;) cuyo volumen es
V(K;) = 2m-(promedio radios) - (altura) - (incremento en r)
= 271 f(3;) Az;.
Por lo tanto, concluimos que el volumen del solido S generado al rotar alrededor del

eje y la region bajo la grafica de f se puede aproximar como

V(S) = V(KL +V(Ky) + -+ V(Ky)

=N "V(K;) = i 21z A f(Z5).
i=1
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El analisis anterior se puede resumir en el siguiente resultado.

TEOREMA 2.41. Sea f : [a,b] = R una funcion continua con a > 0. Si S es el solido
de revolucion obtenido al rotar la region bajo la grdfica de la funcion f sobre [a,b] con

respecto al eje y, entonces el volumen de S viene dado por

b
V(S):/ 2rx f(x) dx.

OBSERVACION 2.42. En la férmula anterior = se debe interpretar como la distancia al

eje de rotacion y f(z) como la altura.

altura

eje de rotacion
- .:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:)

f(x)

g_-_—_—_—_
8

o~ 4---

8

radio de rotacion

Figura 2.4.31: Eje y radio de rotacion.

De forma analoga se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 2.43. Sea g : [¢,d] — R una funcion continua con ¢ > 0. Si S es el solido
de revolucion obtenido al rotar con respecto al eje x la region bajo la grifica de la

funcion g sobre [c,d], entonces el volumen de S viene dado por

d
v(8) = [ 2mug(o) .
(&
EJjEMPLOS 2.44. Calcule el volumen del sélido de revolucion S en los siguientes casos:

1.- Sea S el solido de revolucion obtenido al rotar alrededor del eje y la region R que

se encuentra bajo la grafica de y = 2, entre las rectas x =1y = = 2.
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2.- Sea S el solido de revolucion obtenido al rotar alrededor del eje x = 3 paralelo al
eje y la region R que se encuentra bajo la grafica de y = 2, entre las rectas x = 1 y

T =2.

1.- Rotacidén con respecto al eje y. Primero observemos que la region R y el solido

S que se genera cuando R se gira en torno al eje x tienen la siguiente forma:

Figura 2.4.32: Soélido de revolucién generado por la region R al girar alrededor del eje y.

Utilizando el método de cascarones o capa cilindricas, sabemos que el volumen del

solido resultante se calcula mediante la férmula
2
V(S) :/ 2rx f (z)dx
1

donde f(x) mide la altura del rectangulo R sobre el eje x y = representa el radio
medio desde x hasta el eje de rotacion. En consecuencia,
2
V(S) = /1 2naa’ dr = %Tﬂx‘l‘j = %(16 -1)= 1577r
OBSERVACION 2.45. Notemos que este volumen también se puede calcular utilizando
secciones transversales perpendiculares con respecto al eje y. En este caso, al ver la
gréfica se debe tener en cuenta que es necesario descomponer tanto la funcion (en

términos de y) como la regiéon en dos subregiones
Ri={(z,y):0<2<1,0<y<1} vy Ro={(z,9):0<2<1,1<y<4}.

Sobre la subregiéon Ry, las funciones son x = 1 y x = 2, y sobre la subregion R,, las

funciones son g1(y) = /¥ y 92(y) = 4. En consecuencia el volumen viene dado por

V(S)—/Olw[2212] dy+/127r{22\/§2} dy

4
1 9 157

— 47_2 — = 27

37T+7r[ 2yL37r+2 =
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En este caso, el calculo parece ser un poco més complejo.

2.- Rotacién con respecto al eje x = 3. Note que es necesario apoyarse en la grafica
de la region R con el fin de escoger el método apropiado para realizar el calculo del

volumen.

Sea S el sélido generado al rotar y = 22 entre 2 = 1 y = = 2 alrededor del eje 2 = 3.

Yy A
4F y==x |
I
I
3 I
I
B I
2 : |
‘R I
1+ o |
P! '
L lo =3
0 12 2 sz
k32

Figura 2.4.33: Solido de revolucion generado por la region R al girar alrededor de la recta

x=3.

Al utilizar el método de capas o cascarones cilindricos es necesario recordar que el
radio medio es la distancia desde el x correspondiente hasta el eje de rotacién, en este
caso la recta x = 3. Por lo tanto, el radio medio es 3 — x y la altura del rectangulo R

sigue siendo y = 22. El volumen del s6lido sera entonces:

V(S) = 2r /1 (3 2)(a?)de

2
= 27r/ (322 — 2%)dx
1



2.4. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 121

EJjEMPLOS 2.46. Vamos a presentar unos ejemplos combinados de calculo de
volimenes de so6lidos de revolucion. Consideremos la regiéon R acotada por las gréficas

dey=2z22ey=uzx.

Con el fin de definir los limites de integracién vamos a encontrar los puntos de
interseccion de las curvas (ver Figura 2.4.34(a)). Para ello resolvemos la ecuacion

x = 2. Bs decir,

r=2> & 2-2°=0 & 2(1-2)=0 < z=0 o x=1.
En consecuencia, los puntos de corte se dan en (0,0) y (1,1).

Y Y

Te
T

Figura 2.4.34: (a) Region entre la parabola y = 22 y la recta y = z. (b) Deduccién de re
y 7; cuando la region entre la parabola y = 2% y la recta y = x se pone a girar alrededor del

eje x.

a) Determinar el volumen del sélido de revolucion generado al rotar la region R
alrededor del eje = (ver Figura 2.4.34). Vamos a utilizar, el método de secciones
transversales perpendiculares (discos). En este caso encontramos que los radios

exterior e interior son, respectivamente:

Te = y ri = x>

Por tanto el volumen del sélido viene dado por

! 1 3 511
2
V:W/(Tgfﬁz)dx:ﬂ'/(x27x4)dgg:7r T :_W.
0 0 3 5 1o 15

b) Supongamos ahora que la regién R gira alrededor de la recta y = 1 paralela al eje

x (ver Figura 2.4.35(a)). Utilizando secciones transversales perpendiculares al eje de
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rotacion, el radio interno y el radio externo r; y r., respectivamente son

re =1—x? y r;=1-—x.

El volumen del s6lido viene dado por

V(S) = 7r/0 (r2 —r?)de = 7T/0 (1—-2%% -1 —2)%)dz

1 25 1 -
:ﬂ/($4—3x2+2x)dx=7r — a2t = -
0 5 . 5
) )
. TRl R R EERA
T Te :
v h(y) =y —y
0 T 0 1 x

Figura 2.4.35: (a) Deduccion de r. y r; cuando la regién entre la parabola y = 22 y la
recta y = x se pone a girar alrededor de la recta y = 1. (b) Deduccion, utilizando cascarones
cilindricos, de la altura y el radio cuando la regién entre la parabola y = 2% y la recta y = x

se pone a girar alrededor del eje x.

c) Supongamos ahora que R gira alrededor del eje z. Vamos a utilizar el método
de capas o cascarones cilindricos (ver Figura 2.4.35(b)). En este caso es necesario

observar que
y = a2, y==cx & T=\Y, xT=4y.
De esta forma el radio medio seréd y y la altura del rectangulo R sera h(y) = /¥ — .

En este caso la integral se resuelve para valores 0 < y < 1.

El volumen del s6lido de revolucién viene dado por

! L 2 P10 or
V(5)=27T/ y(\/ﬂ—y)dy=27r/ ** —y)dy =2 | Zy°° — | ==
0 0 5 35/, 15

d) Supongamos ahora que la regiéon R gira alrededor de la recta y = 1 paralela al eje

2. Vamos a utilizar el método de capas o cascarones cilindricos (ver Figura 2.4.36). En
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este caso, recordemos que necesitamos determinar el radio medio desde la posicién y

al eje de rotacion y = 1. Por lo tanto, el radio medio es 1 —y. La altura del rectangulo
R serd h(y) = \/y —y, para 0 <y < 1.

y=1 y=Vr Jfr=y

Figura 2.4.36: Deduccion, utilizando cascarones cilindricos, de la altura y el radio cuando
la region entre la parabola y = z? y la recta y = x se pone a girar alrededor de la recta

y=1.

En consecuencia, el volumen del sélido viene dado por
1

V(S) = 2 / (1-9) (V7 — y)dy = 2 / (VT —y— ™+ )dy

2 2 2 y3 1 2 1 2 1 ™
—on |Ep2 Y _Es Y| o |2 _1_ 2 ot
”[3y > 5 T3], T * 5

Ejercicios

En los siguientes problemas utilice el método de capas cilindricas para determinar el
volumen del sélido generado al girar en torno del eje indicado la region acotada por

las curvas dadas.
1. z =92 o =4; el eje y. 2. y =222,y =8;el eje y.
3. 2 =9—19% 2 =0;el eje . 4. y =22,y =2z; larecta y = 5.

5.y =3z —x2,y = 0; el eje y. 6. x =y> —y* = =0;larectay = —2.



124 2. LA INTEGRAL DEFINIDA Y APLICACIONES

7.y=23,y =0,z =2;el eje y. 8. y=ay=0,2=2;el eje z.
9. z =92, r=2—1y? el eje . 10. y =4z — 22, y = 0; el eje y.
11. y =22, xr = y?; larecta y = —1. 12. y=2%, y=1z,0<z < 1;el eje y.

13. y=22, y=2,0<z <1;larectay=2.

4. 2=16—y%, 2=0,y=0; 0 <y < 4;el eje .

2.4.3. Longitud de arco. El objetivo es calcular la longitud L de una curva
correspondiente a la gréafica de una funciéon diferenciable de la forma y = f(x),
para z en un intervalo cerrado [a,b]. Este es un problema que puede ser abordado
con el concepto de integral definida. En efecto, tomemos una particiéon regular
P = {xzo, 1, 2, ..., Tp} del intervalo [a,b] tal que a = zg < 1 < @2 < -+~ < x,, = b

tal como se muestra en la Figura 2.4.37.

xs3 cee Tl X b:l'n z

S

Il
8
o
8
=
&
™)

Figura 2.4.37: Longitud de la curva L entre los puntos A y B.

Tracemos segmentos de recta que unan los puntos (x, f(x;)), ¢ = 0,---,n — 1.
Consideremos el segmento que une los puntos P(z;_1, f(zi—1)) y Q(zi, f(x;)). La

longitud de este segmento estd dada por la féormula:
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Figura 2.4.38: Deduccién de d(P, Q).

d(P,Q) = v/ (Az:)* + (Ay,)?

= V(2 — zi-1)? + (f(2:) — fl2i-1))*

Esta distancia se puede escribir asi:

= %xi —@i1)? (1 4 Ul = f(m)f)

(i —xi—1)?

f(xi1))?
— 1 .
|J?L Ti— 1|\/ + Zl oz, 1)2

Por lo tanto, si consideramos z; > x;_1, tenemos que

) — Ti_q 2
(22) d(P,Q) = (:cz-xuMu (M> ,

Dado que la funcién f es diferenciable en (a,b), entonces podemos aplicar el teorema

del valor medio en el intervalo (z;_1,z;). En consecuencia, existe un x; en (z;_1, ;)

tal que
flai) = f(zio1)

T — Ti—1

HCHES
Reemplazando este valor en la ecuacion (2.2), se tiene que:
d(P,Q) = (zi — zi—1)\/ 1+ [f'(z])]?
(f/( ))QA T, (Azx =x; — ICZ;1).
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Vamos a aproximar la longitud de la curva L de la grafica de f desde A(a, f(a)) hasta

B(b, f(b)) como la longitud de la poligonal que une los puntos A y B. La sumas de

las longitudes de los segmentos a lo largo de la poligonal que une los puntos A y B

}:,/1+(ﬁcq)PAx::L

Notemos que ésta ultima es una suma de Riemann de la funcion g(z) =

viene dada por

14 (f"(z}))? para la particion P en el intervalo [a,b]. Por lo tanto, de nuestras

discusiones sobre la integral definida, si

Jim 3T+ e Ra
=1

existe sobre todas las posibles particiones P del intervalo [a, b], y es igual a L, entonces

este limite corresponde a la integral definida de la funcion

g(x) =14+ (f'(2))?, a<z<b.

En resumen, en el caso de que y = f(z) sea una funciéon continuamente diferenciable

en [a, b], tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.47. Sea f : [a,b] = R una funcidn continuamente diferenciable en [a,b],

entonces la longitud L de la grifica de f entre x = a e y = b viene dada por
b
L= / V14 (f'(x))?dx.
a

Es importante resaltar que si bien la anterior formula resuelve el problema de calcular
la longitud de una curva determinada por una funcién continuamente diferenciable,
en la mayoria de las veces el cédlculo de la integral es un problema dificil. Para que
tengamos una idea de las dificultades que se presentan en el cilculo intentemos calcular

la longitud de la curva asociada con f(z) = x* para x € [a, b].

EiEMpPLOS 2.48. 1.- Calcule la longitud de la curva
- x® n 1
Y770 " 6
para z en el intervalo 1 < x < 2.

En este caso la formula para calcular la integral viene dada por:

b 2
L= / 1+ (@> dx.
@ \/ dx
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Calculemos ahora Z—y Entonces
T

dy 5zt 3 2t 1

de 10  6z* 2 224

En consecuencia,

ST = i (5 k)

2
8 —1

1

+ (%)

:\/1+ac16—2x8+1

4a8

3 \/4998 +210 — 228 +1
N 48

a2z 41
- 4a8

(®*4+1)2 %41 2 1

@12 2t 2 Dot

Por lo tanto, la longitud de la curva seré entonces

2 4 5
T 1 T 1 2
L= (24 ——)doe= (L - — ‘
/1(2+2x4)x (10 6x3>1
(32 _ 1N _ (L _1\_T7M
- \10 48 10 6/ 240

Consideremos un cable colgante entre dos postes (o torres) separados por una
distancia 2b, entonces la curva que describe el cable es una catenaria cuya ecuacion

estd dada por y = acosh(%), donde a es una constante. La longitud de este cable

b 2
L:/ 1/1—!—(@) dx.
—b dx

Calcule la longitud del cable colgante, si la distancia entre los postes es de 200

estd dada por la formula

metros y la curva que describe el cable esta dada por y = 100 cosh (fcﬁ).

Recordemos que la funcién y = cosh(z) es llamada coseno hiperbolico de z y se

define para x € R como

x —T
cosh(z) = ete”
2
Por lo tanto, y = 100 cosh (1%;) se puede reescribir como

y =50 (e100 + ¢ 100) .
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Derivando obtenemos que

En consecuencia,

h
||
=
_|_
|

H
,_. ,_.
s 8
ol
(=]
N~—
[\
QL
)

2 J 100
. . 100 .
= 50(eT00 — ¢~ 100 =100(e —e™ ") = 235.
—100
Ejercicios

I. En los siguientes problemas, establezca y simplifique la integral que proporciona la

longitud del arco suave dado. No evalie la integral.

1.y:x2,0§x§1. 2.y:x5/2,1§x§3.
3. y=22% 322, 0<z<2. 4. y=a*? 1<z <1.
5. y=1-2% 0<az<100. 6. x=4y—y> 0<y<l1.
7.x=yt —1<y<2. 8 22=y, 1<y<4.

9. zy=1, 1<z <2 10. 22 4+y2 =4, 0<z <2.
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I1. En los siguientes problemas, determine la longitud de arco.

2 2
1.y:§(x2+1)3/2, 0<z<2. 2.x:§(y—1)3/2, 1<y<5.

1, 1 1 1
LY== —, 1<z<3. 4.z =yt 4+ —, 1<y<2
Jy=grito, lszs3 z=2y +4y2, <y <
5.y =8z% de (1,2) a (8,8). 6. 122y —4y* =3 de (5,1) a (&,2).

7. (y—3)"=4(x+2)° de (-1,5) a (2,19).

2.4.4. Area de superficies. Si la grafica de una funcién continua y = f(z), con
a < x < b, gira entorno a un eje, se genera una superficie de revolucién. Nuestro
objetivo es deducir una formula que nos permita calcular el area de la superficie

generada.

En primer lugar, calculamos el area superficial de un cono truncado de altura inclinada

L y radio r1 y 72 (ver Figura 2.4.39(a)). Lo haremos siguiendo tres pasos:

(a)

Figura 2.4.39: Deduccién del area superficial de un cono truncado.

Sea R, la region circular de radio m con angulo subtendido 6. Entonces el area A,,

de sector circular R,, viene dado por la relacién proporcional

A, 0 m?20
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Uniendo los puntos P y @ del sector circular descrito arriba, se obtiene un cono
circular recto (ver Figura 2.4.39(b)). Calculemos ahora el &rea superficial de este
cono. Debemos tener presente que la base del cono tiene una circunferencia igual al

perimetro del sector circular. Por lo tanto
27r = Om & 0=—.

De acuerdo con la formula (2.3) obtenida arriba, el area superficial S del cono viene

dada por
1 2
(2.4) S = —m? (ﬂ) = mrm.

Finalmente estamos listos para calcular el area superficial del cono truncado de la

Figura 2.4.39(a).

Si completamos un cono a partir del tronco de la Figura 2.4.39(a) tendremos el cono

de la Figura 2.4.40.

Figura 2.4.40: Completando el cono truncado.

El area superficial A del cono truncado seré igual al area superficial del cono de altura
inclinada X y radio ro, menos el area superficial del cono de altura inclinada X — L

y radio r1, es decir,

A=rmryX —7ri (X — L).
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Figura 2.4.41: Seccion principal del cono.

Utilizando tridngulos semejantes podemos escribir X en términos de L, r1 y 72

X-L X
1 T2
Por lo tanto concluimos que

L L
A:Trrg( 2 —71'7“1( 2 —L)).
g —T1 Ty —T1

Simplificando esta ultima expresién se obtiene que

A=mn(ri+r2)L = 2W(¥)L = 27TL.

donde T es el radio promedio entre r1 y 7s.

Ahora estamos en condiciones de escribir una férmula que nos permita calcular el area
de la superficie que se obtiene cuando la grafica de una funcién continua y = f(x),

a <z < b gira en torno a un eje. En particular tomemos como eje de giro el eje x.

Y

A:Ei

e

(S0 I
8

XTi—1 Zq

Figura 2.4.42: Curva que se va a hacer girar alrededor del eje z.
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Tomemos una particion P = {zq,x1, - ,2z,} del intervalo [a,d]. Si el segmento de

recta PQ gira en torno al eje = se genera un cono truncado de radios f(x;_1), f(z:)

y altura inclinada /(Az;)? 4+ (Ay;)2, donde Ay; = f(z;)— f(xi—1) y Az = 2, —34-1.

De acuerdo con lo que ya hemos visto, el drea superficial de este cono truncado es
donde 7 es el promedio entre f(x;—1) y f(x;).

Utilizando el Teorema del Valor Intermedio, existe un namero d; € [z;_1,z;], tal que
f(d;) = 7. Por tanto

Esta ultima expresiéon se puede reescribir como

A2
(2.5) A = 27754 1 + (A?) Az,

Recordemos que
Ay, N fxi) = f(zi-1)

Ax; T — Tj—1

Aplicando el teorema del valor intermedio a la funcién y = f(x) en el intervalo

[zi—, z;], existe un x;* € (x;-1, ;) tal que

fl(l‘i*) _ f(l"t) - f(xi—l) _ %

T; — Tj—1 Al‘z '

Reemplazando f/(z;*) en (2.5), se concluye que

A,L' = 271'7"_1'\/ 1 + (fl(l‘i*))Q . Al‘i.

Por lo tanto, el area superficial se puede aproximar sumando las areas superficiales
de los conos truncados que se generan en el intervalo [a, b] para la particiéon P. Por lo

tanto,
Zwa VA1 + (f'(z:%))2 Az,

cuyo lado derecho representa el area de los conos truncados generados en la particion

P. Notemos que esta suma corresponde una suma de Riemann de la funcién

g( = 27Tf \/ fl 2. Az

para la particion P. Utilizando el concepto de integral definida, tendremos que el

siguiente resultado.
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TEOREMA 2.49. Sea f : [a,b] — R una funcidn continuamente diferenciable en [a,b],
entonces el drea de la superficie A(S) que se genera cuando la grifica de la funcion

continua y = f(x) gira en torno al eje z, viene dada por
b
A(S) = 277/ f(@)vV1+ (f'(z))?d.
a

De manera similar, se tiene el siguiente resultado que determina el area de la superficie

cuando el eje de giro es el eje y.

TEOREMA 2.50. Sea g : [¢,d] = R una funcion continuamente diferenciable en [c,d],
entonces el drea de la superficie A(S) que se genera cuando la grifica de x = g(y)

gira en torno al eje y, viene dada por

d
AS)=2x [ @)V (WP,
EJEMPLOS 2.51. 1.- Considere la curva y = 22, z¢[0, 1].

a) Calcule el area de la superficie que se genera cuando la curva gira en torno al eje

x.
b) Calcule el area de la superficie que se genera cuando la curva gira en torno al eje
Y.

Solucién.

a) En este caso la formula que se aplica es la siguiente:

b
A= 27r/ FVIT (@) da.

De acuerdo con esta féormula tenemos que

1
A= 27r/ 221 + 422 dx.
0

Esta integral se puede resolver haciendo uso de las técnicas estudiadas en el capitulo

anterior (resolver la integral).

b) En este caso tenemos que

A—27r/b:v\/1+(f’(x))de—27r/1x\/1+4x2dx.
a 0

Esta integral que se resuelve sencillamente utilizando el método de sustitucién. En

efecto, sea u = 1 4 422, Por tanto, du = 8xzdx y entonces el area de la superficie es

5
A:f/ Jud =
4 1

3
u? =

T
1 6

T
6
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2.- Verificar que el drea superficial de una esfera de radio r es A(S) = 472,

. — /2 2

Primero notemos que la esfera se puede obtener cuando la curva y = v/r? — z2, con
—r <z < r, gira en torno al eje x. Por tanto, el area de la esfera se puede interpretar
como el area de la superficie de revolucion que se genera cuando la curvay = /r2 — a2,

con —r < x < r rota en torno al eje x. De esta forma tenemos que

r dy 2
=92 1 =1 d
S) W[Ty + dx x
2
=2 V2 —z2 1+ d
W/_T v 2\/7"2 — x2> *

T 2
=27 V2 —22 /14 7230 2)dm
_r \/ 7“ -

=27 \/ —z2. dx
. Vr2 — ViZ— a2

= 27T7“ac

= 4mr?.
T

Ejercicios

I.- En los siguientes problemas, establezca y simplifique la integral que da el area
de la superficie de revolucion, generada al girar el arco suave dado en torno del eje

especificado. No evalie la integral.

1. y=2% 0<z<4; elejey. 2. y=2x2, 0< 2 <1; larectay =4.
3.y=xz—2%, 0<z<1; elejex. 4. y=+/z, 1 <z <4; el ejey.

5. y=a%2, 1<z <4; larectay = —2.

I1.- En los siguientes problemas, determine el area de la superficie de revolucién

generada al girar la curva en torno del eje indicado.

1. y=vz, 0<z<1; el ¢gje . 2. y=2x°, 1<2<2; el eje x.
3 . 1 1 )
3.y =3z, 0<x<9; elejey. 4. :gy +42,1§y§2; el eje x.
1 . )
5. y=—-x"+ 1<x<2; elejey.

5 1223’
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2.5. Evaluacién del Segundo Capitulo

Punto I.

1. Determine si la afirmacion dada es Falsa o Verdadera, justificando su respuesta

2 8
1
/u2x/1+u6du:§/ V1+22dz.
0 0

2. Determine si la afirmacién dada es Falsa o Verdadera, justificando su respuesta

2
5)

/ |2? — x| dx = = .
0 3

3. Sea C' la curva del plano definida como la grafica de la funcion

F@) = 35+ 5

Calcule la longitud de la curva C desde = = 1 hasta x = 2.

Punto II. Sea f definida como
(1 + 2/a)
f(s :/ ————du.
=) T
1. Calcule f'(s) y f"(s).

2. Defina F(z) = / f(s)ds, donde f es la funcién considerada arriba. Muestre que

0
F"(0) =0y que F"'(0) = 4.

3. (Problema independiente de (1) y (2)). Encuentre una funcion g tal que para

x>0,
I2 1 4
/ mmﬁ:—ﬁ+/g@ﬁ.
1 2 z2

Punto III. Sea R la regién del plano limitada por la graficas de
y=16— (z —2)* e yzng (puntos de corte en x =0y z = 3).

1. Haga la grafica de la regiéon R.
2. Calcule el area de la region R, A(R), con respecto al eje x.

3. Exprese (no calcule) el area de la region R, A(R), con respecto al eje y
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Punto IV. Sea R la region del plano limitada por las graficas de y = 1 — 2% e

y = (z — 1)? (puntos de corte en x =0y x = 1).

1. Calcule el volumen del sélido de revolucion generado al rotar R alrededor del eje
x =5.
2. Calcule el volumen del sélido de revolucién generado al rotar R alrededor del eje

y=—2.



Capitulo 3

Regla de L’Ho6pital, formas indeterminadas y series

infinitas

En este capitulo abordaremos el célculo de algunos limites, necesario para estudiar la

convergencia de series numeéricas y series de potencias.

3.1. Regla de L’Hépital y formas indeterminadas

En esta seccion estamos interesados en calcular limites de la forma
lim _f(x) ,
z—a g(:c)

cuando a es un nuamero real o inclusive +oo.
En primer lugar, recordemos que si

lim f(z)=LeR y ;%i_rgg(x):M#O,

Tr—a

entonces utilizando propiedades basicas podemos ver que

flz) _ L

lim 222 — =

a—a g(r) M’
Mas aiin, si tenemos que

lim f(z)=LeR y limg(z)=+oo,

Tr—a r—a

podemos concluir que
tim L&) _ g
Tr—a g(fL‘)
De otro lado, si sabemos que
lim f(z) =4c0 y limg(x) =M # +oo,

r—a Tr—a

entonces tenemos que

lim fz) =00 6— o0 (dependiendo del signo de M).

v=a g(z)

137
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Finalmente, si suponemos que

lim f(z)=L#0 y limg(z)=0,

Tr—a Tr—a

entonces podemos ver que

lim fz) =00 6— 00 (dependiendo del signo de L).

Tr—a g(x)
De las anteriores consideraciones, para completar el estudio de limites de la forma

im M
:11?4)0, g({L‘)

Y

s6lo nos quedan por considerar los casos cuando las funciones f y g tienen uno de los

siguientes comportamientos en = a (a un namero real o inclusive £o0),

(3.1) lm f(z) =0 y lmg(z)=0 6
(3.2) zhg}l flz) =200 y zhirtllg(ac) = to0.
En adelante, diremos que el cociente % tiene la forma indeterminada % 6 % cuando

Z — a, si una las situaciones descritas en (3.1) 6 (3.2) se presenta, respectivamente.

Los siguientes son ejemplo de forma indeterminadas

1
oat—4 ,  seny B w i e(z-1)?2
lim lim , lim

1 _
22 r—2 7 y50 Y w—0 y/w + —J1=u’ zirihln(z—l)

EsemprLo 3.1. ;Cuéles de los siguientes limites presentan una de las formas

indeterminadas que estamos estudiando?

tan 2z et —e® V=12 I 22 +1

lim ,

—— lim ———, lim
e=0In(l+x)’ 250 2senz ' 21 Int z—o0 men

Como recordaran del curso de Calculo I, el célculo de un limite requiere de
manipulaciones algebraicas o de la utilizaciéon de propiedades de las funciones
trigonométricas. Para ilustrar un poco lo anterior, consideremos el célculo del siguiente

limite con forma indeterminada %,

, 2 — 16 ., (r—4)(x+4) ., x+4 4
Im——————=1llm ————~ = lilm ——— = —.
a—dg? —2x —8 a—d(z—4)(x+2) =-o4x+2) 3

Vamos a ver que es posible calcular limites con formas indeterminadas % 6 =

utilizando la regla de L’Hopital, la cual nos permite “evitar” en algunos casos

manipulaciones algebraicas.
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3.1.1. Regla de L’Hoépital. En esta secciéon vamos a desarrollar una técnica para

el calculo de limites indeterminados de la forma % 6 2, denominada Regla de
L’Hoépital, la cual estad basada en una extension del Teorema del Valor Medio. En
primer lugar, recordemos que si f : [a,b] — R es una funcién continua y diferenciable

en (a,b), el Teorema del Valor Medio asegura la existencia de ¢ € (a,b) tal que

fb) = fla) = f'(e)(b - a).

Este resultado se puede utilizar para mostrar de forma analitica el siguiente limite
conocido del curso de Calculo I,
sen(x
lim L

lim —— =1 (este limite tiene la forma indeterminada 3).
En efecto, notemos que para z # 0, el Teorema del Valor Medio implica la existencia
de un ¢ que esta entre x y 0 tal que

sen(z)  sen(z) — sen(0)

= - = sen’(c) = cos(c).

Notemos que si z — 0, entonces ¢ — 0. Por lo tanto,

. sen(x )
lim (z) = lim cos(c) = 1.
z—0 x c—0
En general, para formas indeterminadas de la forma % cuando = — a,

podriamos argumentar de forma andloga al caso anterior. Més concretamente,
sean f,g:[a,b] = R funciones continuas y diferenciables en (a,b) tales que
f(a) = g(a) = 0. Por tanto,

lim f(z) = f(@) =0 y lim g(x) = g(a) = 0.

r—ra r—a
Ahora del Teorema del Valor Medio aplicado a las funciones f y g, existen ¢y, ¢ entre

z y 0 tales que

fl@)=f@)—fla)=fle)—a) vy g(z)=g()-9g(a)=7g'(c2)(z —a)
Por lo tanto, cuando ¢'(x) # 0 en (a,b), tenemos que
[@) _ @) = f@) _ fle)@—a) _ )
g(x)  g(x)—gla) gle2)@—a) gl(c2)
Asi que de forma anéloga tenemos que

i L&) _ gy 00

z—a g(x) r—a g’(c2)
siempre que el dltimo limite exista. Consideremos por ejemplo el calculo del limite,
z* —16 ; fller) . A4
z—2 1 — 2 B r—2 g/(CQ) B ca—2 1

)

= 32.
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Este limite se puede calcular directamente via factorizaciéon

4 _ 2
I - lim T 16 _ lim (x —=2)(z+2)(z*+4)
=2 1 — 2 r—2 x—2

— 1t 2 _
7;1_>n12(x+2)(x +4) = 32.

La estrategia utilizada en esta observacion se puede mejorar para escoger c; = ca,

como lo veremos a continuacion en la generalizacion del Teorema del Valor Medio.

TEOREMA 3.2 (Teorema del Valor Medio Generalizado). Si f y g son funciones
derivables en el intervalo (a,b), continuas en [a,b] y ¢'(x) # 0 para todo x en (a,b),

entonces existe al menos un nimero ¢ en (a,b) tal que

Demostracion. La verificacion de este resultado se obtiene de forma anéloga al

Teorema del Valor Medio. Consideremos la funcién auxiliar

En primer lugar esta funcién es similar a la que se construyd en la demostraciéon
del Teorema del Valor Medio para derivadas. Ademas s estd bien definida
pues g(b) —g(a) #0, es continua en [a,b] y es diferenciable en (a,b). Ademas
s(a) = s(b) =0, es decir, s satisface las hipotesis del Teorema de Rolle. Asi, existe

al menos un namero ¢ € (a, b) tal que s'(c) = 0, pero sabemos que

lo cual es equivalente a lo que queriamos demostrar

1) _ )~ f(a) -
)~ 9b) = gla)

OBSERVACION 3.3. Notemos que si g(z) = x, entonces el Teorema del Valor Medio

Generalizado se reduce exactamente al Teorema del Valor Medio.

Estamos ahora en condiciones de presentar la regla de L’Hopital.
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TEOREMA 3.4 (Regla de L’Hoépital). Sean f y g funciones derivables tales que

g’ () # 0 en un intervalo abierto alrededor de a, excepto posiblemente en a. Si

lim f(z) = lim g(x) =0 ¢ lim f(z) = lim g(z) = o0

entonces
. fl@) L i)
o) = i gy
/() /()

siempre y cuando lim exista, 0, lim
z—a g'(x) z—a g'(x)

La regla es vdlida inclusive en los casos en que v — a®, x —a~, T — 00 6 T — —00.

Demostracion. En estas notas s6lo demostraremos el resultado en el caso en que el

cociente f(x)/g(x) tenga la forma indeterminada 0/0, cuando  — a™. Supongamos

!
que lim f,(x) existe. Entonces tenemos que f’(z) y ¢'(z) estan definidas en un
z—at g ($
intervalo (a,b] en el que ¢'(x) # 0. Puesto que h'rn+f(:c) = limg(z) = 0, podemos
r—a

z—at
definir f(a) = 0y g(a) = 0. De esta forma f y g seran continuas por la derecha en

a. Segun lo anterior, las funciones f y g satisfacen las hipotesis del teorema del Valor
Medio de Cauchy en el intervalo [a,b] , por tanto existe un nimero ¢ en el intervalo
(a,b) tal que

()~ f(a) _ f(e)

g9(b) —g(a)  g'(c)
Puesto que f(a) =0y g(a) =0, se tiene que

[0 _ 1

g9(b)  g'(e)

Notemos que cuando b — a*, entonces tenemos que ¢ — a* ya que ¢ € (a,b). En

consecuencia,

im 28 g £

b—at g(b) - c—at g/(C)

Y

lo que es equivalente a escribir

o f@ L f @)

z—at g(x) n r—at g’(:c) '

En otras palabras hemos demostrado el Teorema en este caso particular. O

La demostracion para el caso en que x — a~ es similar; para los casos en que x — 00,
x — —oo o cuando la forma indeterminada sea 22, la demostraciéon es més compleja

y la omitiremos en estas notas de clase.
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EjempLOS 3.5. Calcule los siguientes limites utilizando la regla de L’Hopital.

l—z+Inzx

x
a) lim . {
=0\/xr+1—+1—2x b) ilgll 1+ cosmx

In(lnz 2n3
¢ lim 2R d) lm 2"
T—00 x r—oo  e<"
Solucién.
x
a) Claramente el limite lim tiene la forma indeterminada %. Ahora,

z—=0\/x+1—+1—2

este limite se puede calcular directamente multiplicando por el conjugado de la
expresion

ve+1—+v1—zx.
Maés concretamente,

fm i = lim sr I+ V- o)
e=0yr+1—y/1—2 o=0(Vz+1—vVI-2)Vr+1++/1-1)
= lim e+ vI-a)
2=0(Va +1)2 — (V1 —12)?
Vet T+VI-w)
2

X

Vr+1++1—1)
2

T
= lim
x—0

=1

= lim (
x—0

Aplicando la regla de L’Hopital al mismo limite, obtenemos que
1

lim = lim T =1.

X
0Vr+l-VI-z a=0smm + o=

En este caso, utilizar la regla de L’Hopital resulta méas sencillo.

b) Puesto que

lim(l—2+4+nz)=0 y lim (1+ cos(mz)) =0,
z—1

r—1

entonces el limite

z—1 1+ cosmx

tiene la forma % y podemos aplicar la regla de L’Hopital. En este caso tenemos

que,
1— 1 41 —gz+lnz —1+4
lim lootne = lim M = lim .
z—1 14+ cosmx =1 (14 cosmx) z—1 —Tsen
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Nuevamente se observa que este ultimo limite tiene la forma % dado que
. 1 .
lim (-14+—-)=0 y lim(—msen7wz)=0.
r—1 xT r—1
En consecuencia podemos aplicar de nuevo la regla de L’Hopital. En este caso

tenemos que

e e I L
lim ——% = hm27:——2,
z—1 —TSsenx r—1 —T“ COSTTX s

lo cual se obtiene al evaluar simplemente en x = 1.
c) El limite
lim In(In(x))
T—00 e
tiene la forma indeterminada 3. Aplicando la regla de L'Hospital:

1
lm In(In(x)) ~ i ERE 1
T—00 €T z—oo 1 :C—>OOJ,‘1D($)

OBSERVACION 3.6. Para resolver el siguiente limite primero debemos hacer la siguiente

aclaracion.

Sea f una funcién de valor real y supongamos que el limite lim f(z) existe, es 200, 0
r—00

no existe. Entonces el limite tomando n sobre los ntimeros naturales, lim f(n) existe,
n—oo

es +0o, 0 no existe, respectivamente. Mas atn,

lim f(z)= lim f(n).

Tr—r00 n—oo
En consecuencia, en el caso en que la variable n sea un nimero natural, podemos

aplicar la regla de L’Hopital suponiendo que dicha variable es real.

d) Recordemos que estamos interesados en el limite

, m3+n
lim ————.

r—oo  e<l

En este ejemplo particular, el limite

; m3+n
lim ————

r—o0  e<M

tiene la forma 22. Aplicando L’Hopital,

M3+ . 6n?2+1
Im —— = lim ———,

T00 21 z—oo  2e2n
el cual también tiene la forma oo/oc. Por lo tanto aplicando dos veces la regla
de L’Hopital se tiene que

. 2+ n . 6n?4+1 ; 12n ; 12
Iim ————— = lim ——— = lim —— = lim = 0.
T—00 e2n z—oo 2e2n z—o00 4e2n z—00 82N
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OBSERVACION 3.7 (UN ERROR COMUN). Se debe prestar mucha atencion al
aplicar la regla de L’Hopital, pues hay limites en los que esta regla no es aplicable;

por ejemplo consideremos el limite

. cos(x) _ cos(0) _1
z—0 r+1 0+1

Si de manera incauta aplicamos la regla de L’Hopital obtenemos una contradiccion,

puesto que
cos(x)

z—0 x + 1 z—0 1

no tiene la forma

. . \ .. . COST
Este dltimo procedimiento es errado ya que el limite lim
z—=0x +

indeterminada %, ni la forma 2.

Ejercicios

Calcule los siguientes limites utilizando la regla de L’Hopital.

-1 3z _ 2
1 1fm . 2. 1im 1 3. lim 222
z—1 z z—0 z z—0t z
4. 1fm 2087 5. lim L C082% 6. lfm 2 AICHARZ
20 23 zon/2 1 —sen2z 2—0 23
B e* 2241 tan z
7. lim { 9. im —.
200 (z +1)* 8. 21520 zlnz z—(r/2)~ In(cos 2)
z z 3
8 2
10. 1fm & —° 11. lim = 12. 1im Y4
2—0 z 22 24 — 16 t—00 t
2t Bt In(lnt)
. lim —. { 15. lim ———=.
13 tlggo 3t 14. }L‘& 203 _ 4 v tint
sent —tant e3t _ =3t sect
16. llm ——. { 18. .
50 t3 17. ,}1_13% o t—ng}Q tant
2t — t tan 2¢ </ _\/
19. lim Lo senm 20. lim arcan st 21. lim V3+2t— V34t
t—>1/2  4t2 —1 t—oo arctan 3t T 50 t :
_ 1 —tant t° — 5t2 — 12
22, 1im YA 31 23. — 24. 1

t—0 t

m .
ton/4 4t — 7

55 110 — 500t — 24"
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3.1.2. Formas indeterminadas: 0 - co, 1, 0°, oc?, co — co. Ademas de las

0 0

formas § e 52, las formas 0.00, 1°°, 0°, oc?, e 0o — co también son consideradas como

formas indeterminadas. Se puede mostrar que todas éstas se pueden transformar en

o

la forma indeterminada % 6 -

Forma Indeterminada 0 - co. El caso més simple, pero clave para calcular limites
de la forma indeterminada 1°°, 0°, oc?, ocurre cuando el limite tiene la forma 0 - co.

Es decir, supongamos que

lim f(x) =0 6 lim g(x) = £o0.

Tr—a Tr—a

En este caso diremos que el limite

lim f(z)g(x)

Tr—a

tiene la forma indeterminada 0-oco. Observemos que este limite se puede escribir como

el limite de un cociente con forma indeterminada % 6 =,
lim f(z)g(x) = lim @ (forma indeterminada 2)
rx—a r—a —
g(z)
= lim 9(z) (forma indeterminada 22).
r—a f(:l;)

EJEMPLO 3.8. Calcular el limite

lim y? In(y).
N,y In(y)

Este limite tiene la forma indeterminada 0 - co. Entonces,

In(y) <0<>)

lim *In(y) = lim

y—0t y—0t ylz o0
1 2
, y ., Y
= lim %5 = lim =0.
y—0t 75 y—0F (—2)

Formas Indeterminadas 1*° y 0°, oo’. A continuacién vamos a ver que estas
formas indeterminadas se pueden llevar a la forma 0 - 0co; y en consecuencia se pueden
convertir en la forma % 6 en la forma 2. Para ello utilizaremos la relacion existente
entre la funcion exponencial h(xz) = e® y su inversa, la funcién logaritmo k(y) =
In(y). Méas concretamente, supongamos que f(z) > 0 para todo x y consideremos una

funcioén de tipo exponencial

s(a) = [f (@)™
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Entonces, aplicando logaritmo natural a la funcién s tenemos que

r@) =n(s(2)) = ([f@)*")) = g@) n (f(2)) = s(x) =,
Por lo tanto, tenemos la siguiente equivalencia de limites (en el caso de que existan)

lim s(z) = lfm [f(2)]?"") tiene la forma 1°°, 0°°, 0o®
Tr—a Tr—a
0

limr(x) = lim In ([f(x)]g(x)) = lim [g(z)In(f(z))] tiene la forma 0 - co.

r—a r—a Tr—a

En consecuencia, podemos estudiar el limite lim s(xz) calculando el limite

r—a
lim r(z) = L, después de observar la siguiente equivalencia,
r—a
, , ( lim T(x)) I
lim r(z) = L = lim s(z) = e\*7 —_—

Tr—a r—a

EJempLOS 3.9. Calcular los siguientes limites:

1 x
a) lim <1 + —) .
T —00 €T

Este limite debe ser familiar para el lector pues es comun resolverlo cuando se estudia

el niumero de Euler e en el curso de Calculo I. Veamos como se calcula este limite
1\=

haciendo uso de la regla de L’Hopital. Observemos que la expresion (1 + —) tiene
x

la forma indeterminada 1°°, cuando x — 0. No olvidemos que el objetivo es llevarla

0

a la forma 5o 2,
o0

1\z

Consideremos y = (1 + —) . Aplicando la funcién logaritmo natural en ambos lados
x

se tendra después de aplicar propiedades de la funcién logaritmica

1) (141

lny—xln(lJr— T
x

x

n(l1+ 1
Note que el limite lim ( T ) tiene la forma indeterminada %. Apliquemos ahora
r—r00 =
si la regla de L’Hopital: ’
) @+l mrE
lIim Iny = lim ————2%* = lim —— = lim =1.
r—00 T—00 1 r—00 —% r—o0 | + 1
xr x x
Por lo tanto, hemos llegado a que
Iim lny = 1.

r—00
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Aplicando la funcién exponencial en ambos lados de esta tultima igualdad se tendra

que
(lim Iny)

€ T =e =e.
Por la continuidad de la funcion exponencial, podemos escribir:

lim ™Y = e.
Tr—r 00

Puesto que e™¥ = y, se tiene finalmente

1 x
lim (1 + _) = lfm y = lim "W —e.
X

T—00 T—00 T—00
b) lim(1+ sen2(2x))x%.
z—0

Este limite tiene la forma indeterminada 1°°.

Definamos la funciéon y = (1 + sen2(2x))a%. Entonces, utilizando la propiedad de la

funcion logaritmo In(a”) = rln(a) concluimos que

3 n sen?(2z
In(y) = In((1 + sen?(20)) & = S0 +x2 (22))

Por lo tanto, lir% In(y) tiene la forma indeterminada 0/0. Utilizando L’Hopital,
z—

tig ny) = iy 252
— lm (3)(2)(2) sen(2x) cos(2z)
z=0  (2)x(1 + sen?(2x))

= (3)(4) lim :(Sen;jx)) (1 f(;se(nzf(éx) )

B . [sen(2z)] ., cos(2z)
B (3)(4);% | 2z ] Jxg, [1 + sen?(2z) |

— (12) (1)) = 12,

lim (sen(Zx)) 1
x—0 2x

Forma Indeterminada co — co. Para el cdlculo de limites de la forma co — oo es

pues como ya sabemos

necesario efectuar operaciones algebraicas con el fin de obtener la forma indeterminada

0/0 6 0o/0. Para ilustrar lo anterior consideremos los siguientes ejemplos.
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EjempLOs 3.10. a) Calcular, si existe, el limite

, 1 1
lim -— .
z—1+ (xl lnx)

En primer lugar, se debe verificar que se tiene una forma indeterminada. En efecto,
1 . . .
— —— tiene la forma indeterminada co — co.

z—1 Inz
Colocando denominador comiin vemos que

, 1 1 , Inzx—z+1
lim —— )= lim ——.
et \x—1 Inzx z—1+ (z—1)Inx

Observe que este ultimo limite presenta la forma indeterminada %. Aplicando la regla

cuando z — 17 la expresion

de L’Hopital obtenemos:

1
1 - —1
Inx —x+1 , = —1 -

fm — = lfm —2% = | '
et (x—1)Inz xinllﬂnm—f'(x_l)% Ig{hlnaﬂrlfl
x

Nuevamente es posible aplicar la regla de L’Hopital (;por qué?), obteniendo

lim =——.
z—1t Inz l r—o1+ 1 1 2

, 1 1 1
lfm —— | =—=.
z—1+ (xl lnx> 2

b) Calcular, si existe, el limite lim (Vn+1—+n)vn+2.
n o0

En otras palabras,

Notemos que este limite tiene la forma oo — co. Racionalizando (multiplicando por el
conjugado de v/n + 1 — y/n) obtenemos que

W_\/E:(\/W—\/ﬁ)(\/n—“‘f'\/ﬁ) 1

(Vn+1+vn) (Vat1+n)

Utilizando este célculo concluimos que

. o vn+2
dm (V1= Vn)Vnt2 = lim —mer

, 1 1
= lim =,
n—oo [n+1 n 2
+
n—+ 2 n—+ 2

dado que por la continuidad del la funcién raiz cuadrada y la regla de L’Hopital,

tenemos que

, n+1 , n+1 ) n ) n
lim =4/ lim =1 y Ilim =,/ lim =1.
n—oo\ n+ 2 n—oon + 2 n—oo\l n + 2 n—oon + 2
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Ejercicios

Calcule los siguientes limites via la regla de L’Hopital.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

. lim z cot z.
z—0
1 Tz+8
Iim —In
z—0 2 4z + 8
1f 1z _q
LG

1 1
Ii _—— .
et (\/t24 t2>
lim (VL= V7= 1),
o0

lim z*.
z—0t

1 t
lim (1 + —) .
t— o0 t

2
i <sent> 1/t
lim .
t—0 t

lim (1+ 22)1/(3z).

z—0*t

2.

10.

12.

22.

24.

26.

28.

Ii | .
Jim, (sen z)(Insen z)

1
lim (— — cot z)
z—0 \ 2

lim 22 csc? 2z.
z—0

lim t(e'/t —1).

t—o0

Iim zlnz.
z—0+

lim (t — ) csct.
t—m

T 1 1
lim (— - — ).
t—0+ \\/t sent

T t 1
1m —
1+t \t2 4+t -2 t—1

1

1
Clim (- —— ).
tf%(t ln(1+t))

lim (/3 + 2t + 5 — t).

t—o0

lim zsen =
z—0t

1 t
lim (1 - —) .
t—00 t2

)
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29. lim (senz)°*. 30. lim (z+senz)?.
z—0t z—0t

31. lim (tanz —secz). 32. lim ¢1/0=1),
z—=7/[2 t—1

33. lim (¢t — 1)t 34. lim (VE+1— V).
o0

t—1+

35. lim (V5 — 3t + 17 —t).

t—o0

3.1.3. Integrales impropias. Recordemos que la definiciéon de la integral definida

requirié de dos imposiciones bésicas:

1.- El dominio de definicién de las funciones es un intervalo cerrado finito de la forma
[a, b].

2.- Las funciones son acotadas en [a,b], para garantizar la buena definicion de las
sumas de Riemann. Recordemos que una funcion se dice acotada en [a, b], si existe

constantes reales m, M tal que
m < f(t) < M, paratodo z € [a,b].

En otras palabras, la grafica de la funcién f esta limitada entre las rectas y = m

y y = M sobre el intervalo [a, b].

Ahora estamos interesados en tener algin tipo de extension del concepto de integral

definida que pueda ser utilizado en los siguientes casos:

1.- Intervalos infinitos. Vamos a considerar funciones acotadas definidas en

intervalos infinitos de la forma: (—o0,a], [a,00) 6 (—o0,00).

\

T

Q4 ---2

Figura 3.1.1: Funciones acotadas en intervalos infinitos.
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2.- Funciones no acotadas en intervalos infinitos. Vamos a considerar funciones
no acotadas definidas en un intervalo cerrado [a,b] tales que satisfacen una de las

condiciones con ¢ € (a, b):

lim f(z) =400 6 lim f(z)=+oc0 6 h’mif(x) = +o0.

z—at z—b— T—cC

[ S

|
|
|
|
|
|
|
|
T
[¢

Figura 3.1.2: Funciones no acotadas en intervalos finitos.

Integrales impropias en intervalos infinitos: [a,00), (—00,a] 6 (—00,00).
Para ilustrar el concepto de integral que deseamos introducir, denominado integral
impropia, consideremos el siguiente problema: Sea R la regiéon que se encuentra
bajo la grafica de f(z) = %, sobre el eje x y a la derecha de la recta = 1. Calcular,

si existe, el drea A(R) de la region R.

[
[
[
[
[
| !
1

. 1
Figura 8.1.3: Gréfica de y = —; para z > 1.
x
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La primera observacion es que para cada t > 1, el area A(t) bajo la grafica de f entre
x =1y x =1 estd bien definida y viene dada por
At) / 1y
= — dx.
1 2?
Mas aun, se puede ver directamente que th A(t) existe. En efecto,
—00
) [t IR 1
lim A(t) = lim —dr=lim (=) =lm (1--]=1
t—o0 t—oo J1 T t—o0 x/), t—o0 t
1
Por lo tanto, tiene sentido considerar el area bajo la grafica de f(z) = — sobre
x

[1,00) y la podriamos definir de forma natural como

t
A(R) = lim % dr = 1.

t—>o<>1x

Notemos que en este caso podemos adoptar la siguiente notaciéon:

* 1
h'rn/ —dx —/ —de
t—00 x

En general, si f es una funcién continua en el intervalo [a, 00) tal que limite

t
i [ s

existe, diremos que la integral impropia / f(z)dz es convergente y utilizamos la

/f dx—hrn/f

En caso de que el limite no exista decimos que la integral impropia es divergente.

notacion

o0
Segun la definicion anterior, la integral impropia / —dx converge y
1 X

[e%s) t
/ ida:—hm idx—l
1

De forma anéloga, si f es una funcién continua en el intervalo (—oo, a| tal el limite

til’r_noo /a f(z) dx

existe, diremos que la integral impropia / f(x)dx es convergente y escribimos

/_;f(x)dx—tgmoo/ fa

En caso de que el limite no exista decimos que la integral impropia es divergente.
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EiempLos 3.11. 1.- Verificar que la integral impropia

In(2)
/ xe®® dx
—00

Solucién. Empecemos por calcular la antiderivada o la integral indefinida / ze®® da.

es convergente.

Para ello utilizaremos integracion por partes. Tomemos u = z y dv = e**dz. Entonces,

du=dxyv= %62‘”. Por lo tanto,

xe®® dx = ze? - l e dx = ze” - 1629” —(Z_ 1 e,
2 2 2 4 2 4

Por lo tanto,

In(2) T 1
If 2= lfm (2 — e
1m xre X 1m ( D) 1 )

t——o0 t t——o0

In(2)

t

e [(2-3)- (-

4(2 BV

donde hemos utilizado la regla de L’Hopital para verificar que

t 1
m (= — = ) e =o0.
1m<2 4)6

2.- No toda integral impropia es convergente. Este hecho se puede apreciar al
[ee]

verificar que la integral impropia — dx es divergente. En efecto,
1 X

e} t 1 t
/ —dz = lim —dz = lim ln|x|} = lim (In]¢| = In|1]) = o0
1 t—o0 1 t—o00

X t—>001x

En el caso en que f sea una funcion continua en (—oo, o), diremos que la integral

o0
| t@as
—0o0
es convergente si las integrales

/ ;f@c) w v " fw) do

son convergentes para cada a € R. En este caso, denotamos la integral impropia como

/_O; flz)dz = /—; f(ac)dach/aOo flz) da

impropia
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En caso en que al menos una de las siguientes integrales impropias

/_;f(x)dx 0 /aoof(x)dx

[ee]
sea divergente, diremos que la integral impropia / f(z) dx es divergente.
— 0o

EJEMPLO 3.12. Determinar la convergencia o divergencia de la integral impropia

<z
—xo €

Primero calculemos una integral indefinida, via el método de sustitucion. Para ello,

consideremos la sustitucién v = z2. En este caso tenemos que

du =2xdr < % = xdx.

Reemplazando tenemos que

x 1 /1 L[ . 1, 1 e

En consecuencia,

oo T 0 R 00 5
/ ?dac z/ re 7 dm—l—/ e " dx
—0 € —00 0

0 t
= lim ze~% dr + lfm ze~ % dz
t——o00 t t—o00 0
1 0 1 t
= lim - —e_xz} + lim — —e_xz}
t——00 2 + t— 00 2 0
; 1 1 g2 ; 1 2 1
= Jim (-5 +5¢7) +lim (- 57+ 3)
SR U SRRV UV SRS S SO B
T2 TSNP w2 T2 T 22
oo
En otras palabras, la integral impropia / %daz es convergente.
oo €

Mas atn, para cada a € R, las integrales impropias

< oz ¢
o € oo €
son también convergentes. En particular,

<z by 1
/ — dzx = lim —de:—ef‘f.
z 2
a

er? b—oo J, €
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Integrales Impropias en Intervalos Finitos.

Supongamos que f es una funciéon continua en el intervalo [a,b) y que

lim f(z) = £oo. Es decir, f tiene una asintota vertical en z = b.
r—b—

Si el limite
t

i d

Jim [ s
existe, diremos que la integral
impropia / f(z)dx converge 'y
escribimos

t
/ f(z)dx = hm f(z)dx

En caso contrario dlremos que la

[
[
[
[
[
| [
[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
| |
a b x

Figura 3.1.4: Funciones no acotadas en

. . .. intervalos finitos lim f(x) = occ.
integral impropia diverge. @b

De forma andloga, sea f una funcion continua en el intervalo (a,b] tal que

lim, _, .+ f(z) = +o0.

Si el limite

b
lim / f(z)dx
t—a™t t

existe, diremos que la integral impropia

/ f(z) dx converge y escribimos

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T
a

T

[
[
[
[
[
[
[
[
|
|
:
b

/f Jdz = lim bf()

t—at . .
Figura 3.1.5: Funciones no acotadas en

En caso contrario diremos que la intervalos finitos hm F(z) = 0.

z—at

integral impropia diverge.

De manera similar, sea f una funcién continua en [a,b], excepto en un ndimero

¢ € (a,b) para el cual lim f(z) = +o0.
Tr—cC
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Y I I I
|

\ | |

I I I

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

i | i

| a | c b | x

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

Figura 3.1.6: Funciones no acotadas en intervalos finitos. lim f(z) = —oo.

r—c

b
Diremos que la integral impropia / f(z)dz converge, si los limites
a
t t
lim f(x)dx y lim / f(x)dx
t—=c™ Jq t—ct c

existen. En este caso escribimos

/abf(x)dx—/acf(x)der/cbf(x)dx

t t
= lim f(z)dz + lim / f(z)dz.
t—ct J.

t—=c™ Jq

En caso contrario la integral impropia diverge.

EseEmpLOS 3.13. En los siguientes ejemplos vamos a determinar la convergencia
o divergencia de las siguientes integrales impropias, en el caso en que éstas sean

impropias.

1 3 1
1 1 sen x
—  d b ——d dx.
a)/o @+ Dz +1)" ’/1 (w—2)4 ")/0 z

a) En primer lugar, note que la integral

! 1
/0 (+1)In(z + 1)‘*”



3.1. REGLA DE L’HOPITAL Y FORMAS INDETERMINADAS 157

1

es una integral impropia pues la funcién f(z) = m
T n(z

es continua en (0, 1]

y
1
11 - = P ifiquelo!).
im, Gr DM@ D) +00 (jverifiquelo!)
1
Calculemos primero una antiderivada de la funcion ————————. Si hacemos la

(x4+1)In(z+1)
d
sustitucion v = In(x + 1), entonces tenemos que, du = % Reemplazando en la
x

integral indefinida obtenemos que

1 1
/(x+1)1n(x+1)d$ /udu nlu/+C=In|ln(z+1)|+C

En consecuencia,
1 1
1 1
-  dx=1f -  d
/0 @+ Dhn@+1) ti%i/o @+ Dhn+1) "
1
= lim In|Iln(z + 1)|}
t—0+ t
=In|In(2)] — lm In|In(t+1)|
t—0+

=In|In(2)| — (—o0) = 0.

1
1
Por lo tanto, la integral impropia / dx es divergente.
o (z+1)

In(z + 1)
b) La integral

. . 1 1 B AL
es impropia pues lim = 2)15 00. ora,

/ﬁdm - /(:c —2) dde = —3(x—2)"} +C.

x—2)

Entonces tenemos que,

3 2 3
/Ry S S,
1 (z—2)3 1 (z—2)3 2 (x—2)8

Pero la integral impropia
2
1
/ L
| @—2)

3
es divergente (jverifiquelo!), luego la integral / 7 dz es divergente.
1 (z—2)3

1
sen
¢) La integral / dz no es impropia. (5 Por qué?).
0
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Ejercicios

En cada uno de los problemas determine la convergencia o divergencia de la integral

impropia correspondiente.

oS e 1 oo
1. / 226*22 dz. 2. / 2—_1 dy 3. / e*yQ dy
0 1Y 0

1 ee} 0
In(z) / z / 1

4. dz. 5. —dz. 6. — dy.

/0+ NG ‘ 0o Vzt+1 e Yy2-1 Y

U In(z) R d
. —=dz. 8. / - Y- . —F— dw.
’ /0+ 11— 1 Vy-1 Y ? o+ Vwln(w) v

10 /OO L, 11 /OO L, o [Ty
0o Ver 0o Vz3+1 o VY Y

1~ 1 /°° 1—s?
13, 14 — " ds.
5 /0+ v(In(v))” dv o (s2+1)2

3.2. Sucesiones numéricas

DEFINICION 3.14 (Sucesién). Llamaremos sucesién numérica a la imagen de una
funcién
N>R
n— f(n) = Aan.
El namero f(n) = a, se denomina n-ésimo término de la sucesion y la sucesion se

puede representar por ai,as,as,--- ,ay,, - . En adelante denotaremos las sucesiones

por (an)nGN-
EJEMPLOS 3.15. Consideremos las siguientes sucesiones (ay)nen-.

1.-1,2,3,4,5,---. En este caso, a; = 1, as = 2, ag = 3, ag = 4. Por lo tanto a,, = n.
No es dificil convencerse de que la sucesion (a,)nen esta tendiendo a infinito cuando
n tiende a infinito. Abusando de la notacion para limite de funciones estudiado en el

curso de Calculo I, podemos expresar lo anterior escribiendo

lim a, = lim n = co.
n— o0 n— o0
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n

2.- f(n) = morr R a,. En este caso, a3 = %, as = %, az = %, ay = %,
as =2, --- . Es claro en este ejemplo que

; RT: n.

nh—>n<j>loan_nh—>néon+2_1
3 2001 B et filizando la Regla de L'Hopital
- a, = —————. En este caso, utilizando la Regla de L’Hopital se ve que

n 505 1 30+ 2 ) g P q
2n% + 1 2

lim ap, = lim —————— = —.

3/ 92 1
4.- a, = & De nuevo, utilizando la Regla de L’Hopital concluimos que

v2n2 +3n+ 2
In2+n+1

lim a, = lim —— =0

n—00 n—oo /4n2 +3n+2 B

Otra manera de verificar el anterior limite consiste en analizar el comportamiento de

la fraccion en infinito. Es decir,

Vnt4+n+1 Vn? ns 1 o
VAn2 ¥ 3n+2  V4An?2  2n 2ns '
5.- Sea (an)nen dada por 1, f%, %, *%v %, f%, %, f%, -+-. Esta sucesion oscila
_1\n+1
alrededor del valor cero. En este caso se observa que a, = % Mas atn,
-1 n+1
lim a, = lim L =0.
n—oo n—oo n

6.- Sea (an)nen dada por
1 1 1 1 1 1 1
_15 ) _15 o) _17 Rl _17 = _15 ) _17 =) _15 R
2 3 4 5 6 7 8
Esta sucesion oscila alrededor de los valores cero y —1. Por lo tanto, por la unicidad

de los limites se concluye que el limite lim a, no existe.
n—oo

DEFINICION 3.16 (Sucesion convergente). Diremos que la sucesiéon numérica
(an)nen es convergente, si el limite lim a, existe. En caso contrario, diremos que

n— o0
la sucesion numérica (a,)nen es divergente.

EJEMPLOS 3.17. Consideremos las siguientes sucesiones (ay)nen-

1.- 1,2,3,4,5,---. Dado que lim a, = lim n = oo, entonces la sucesién es
n— oo n—oo
divergente.
2.-a, = ——. Como lim a, = lim = 1, entonces la sucesiéon a,, =
n-+2 n— o0 n—oo N + 2 n-+2

converge a 1.
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2 1
3.-a, = % + 2. Utilizando la Regla de L’Ho6pital concluimos que
e
, . n?4+n+1 . 2n+1 2
Ima,=lim ——— = lim — = lim — =0.
n—o00 n—o00 en n—oo  en n—oo e’
2 1
Por lo tanto, lim a, = lim (w + 2) = 2. Entonces, la sucesion
n—o00 n—o00 en
n?4+n+1
an = ———— + 2 converge a 2.
e

4.- Sea (ap)nen la sucesion dada por
~1,0,1, -1,0,1, =1, 0, 1, =1, 0, 1, =1, 0, -+~ .

Esta sucesion oscila alrededor de —1, 0 y 1. Por lo tanto, por la unicidad de los limites

se concluye que lim a, no existe y en consecuencia la sucesiéon es divergente.
n—oo

DEFINICION 3.18 (Sucesién monétona). Diremos que la sucesion (an)nen €s

creciente, si para cada n € N, se tiene que a,4+1 > ap,.-

En términos de la funcion f : N — R dada por f(n) = a,, la sucesion (an)nen €s

creciente si y solo si f es una funcion creciente (ver Figuras 3.2.1 y 3.2.2).

Diremos que la sucesion (a,)nen es decreciente, si para cada n € N, se tiene que

Op+1 < Q-

En términos de la funciéon f : N — R dada por f(n) = a,, la sucesion (a,)nen es

decreciente si y solo si f es una funcion decreciente (ver Figuras 3.2.3 y 3.2.4).

Diremos que una sucesién es monoédtona, si es una sucesioén creciente o una sucesion

decreciente.

—
L s e

a1 az a3 a40as at e

- an 1 2 3 4 5 6 - n x

Figura 3.2.1: Sucesion creciente. Figura 3.2.2: Sucesion vista como funcién.
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f(=)
al + °
a2 [}
as + °
a4 + [ )
as 1 ]
ae T °
as a4 as a2 al an T °
—t——t——+—+—+—+—
R 1 2 3 4 5 6 - " T
Figura 3.2.3: Sucesion decreciente. Figura 3.2.4: Sucesion vista como funcién.

OBSERVACION 3.19. Sean f es una funcién diferenciable para > 1 y sea (a,)n la

sucesion definida como a,, = f(n). Entonces
a. Si f es creciente para > ng (f'(z) > 0 ), entonces la sucesion (a,,), es creciente

para n > ng.

b. Si f es decreciente para z > ng (f'(x) < 0 ), entonces la sucesion (an)n es

decreciente para n > ng.

EJEMPLOS 3.20. Determinar si las sucesiones dadas son crecientes o decrecientes.

1.- Sea (an)nen la sucesion dada por
_17 07 17 _15 0) 1) _17 0) 1) _15 07 17 _15 0)
Entonces (a,)nen no es monotona (ni crece, ni decrece).

2.- f(n) = " € N. Para determinar si (f(n))nen s una sucesiéon monotona

vamos a calcular f’(z) y estudiar su signo.

2e(x? +1) — 2x(22)  2(x* —1) <0 (22 >1).

J(@) = (22 +1)2 T @1 o

. 2n . .
Por lo tanto, la sucesién (—2 1 es decreciente hacia cero pues
n
n

; 2n
lim 5 =
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3.- g(n) =n?In(n), n € N. Para determinar si (g(n)),en es una sucesién monétona

vamos a calcular ¢’(z) y estudiar su signo.
2

g (x) =2zIn(x) + L= z(2ln(z)+1) >0, z>1.
x
Por lo tanto, la sucesién (nln(n)), es creciente. En este caso, la sucesion crece a
infinito pues

nl;ngonln(n) = o0.

n(n)

|
4.- h(n) = 3
vamos a calcular h/(x) y estudiar su signo.

2?2 — 322 In(x) _1- 31n(z) <0

, n € N. Para determinar si (h(n))nen es una sucesiéon mondtona

B(x) = x> 2.
.. (In(n) . .
Por lo tanto, la sucesion { —= | es decreciente. En este caso, la sucesion decrece a
n

n

cero pues
In(n
lim (3 ) =0.
n—oo n

OBSERVACION 3.21 (Sobre la convergencia de sucesiones monétonas). Si (ay)n
es una sucesién creciente, entonces intuitivamente existen sélo dos opciones para el
comportamiento de ésta cuando n — oo. La primera es que la sucesién crezca sin
estar acotada superiormente. Es decir, dado M > 0, existe n € N tal que a,, > M.
En este caso se tiene que

lim a,, = oco.

n—oo
La otra opcioén es que la sucesiéon esté acotada superiormente. Es decir, a,, < M para
todo n € N. En este caso, es razonable pensar que la sucesiéon es convergente. Esto es,
existe L € R tal que

lim a,, = L.
n— o0

De forma anéloga, si (a, ), es una sucesion decreciente, entonces existen dos opciones.
La primera es que la sucesion decrezca sin estar acotada inferiormente. Es decir, dado

M < 0, existe n € N tal que a,, < M. En este caso se tiene que

lim a,, = —o0.
n— o0

La otra opcién es que la sucesiéon esté acotada inferiormente. Es decir, a,, > M para
todo n € N. En este caso, es plausible creer que la sucesion es convergente. Esto es,
existe L € R tal que

lim a,, = L.
n— oo
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Estas situaciones relativas sélo a sucesiones monétonas son precisadas en uno de
los axiomas mas importantes de los ntimeros reales conocido como el Principio de

Completez.

Principio de Completez.

El Principio de Completez de los nimeros reales establece que toda sucesion (ay ),
monotona acotada (|a,| < M, para todo n > 1) es convergente. Mas concretamente,
si (an)n es una sucesion creciente acotada superiormente (a, < M, para todo n > 1)
entonces nl;rgo a, existe (convergente). De forma analoga, si (a,), es una sucesion

decreciente acotada inferiormente (a,, > M, para todo n > 1) entonces lim a,, existe
n—oo

(convergente).

EJjEMPLO 3.22. Consideremos la sucesion definida de manera recursiva. Sea a1 = 2

2a . .
Y @ny1 = ———. Primero observemos tomando algunos términos que a, > 1 para
a

mn
n > 1. En efecto,

4 8 16 32 64
ao = — aa = — aqs = — ar — — ag = —
2Ty BTy MTay B Tgr T 6y
-1
Ademas, a,4 1 — 1= G”—H_ Esto significa que si a,, > 1, entonces a1 > 1. Dado
an

que el primer término es positivo, entonces a, > 1 para n > 1 (Principio de
Induccion Matematica). Veamos que (ay)y, es decreciente. Para ello verifiquemos que
Gn+1 — an, < 0. La conclusion se sigue de que a,, > 1 y del siguiente estimativo

2(ln an — Q an(]- - a’n)

n
Uptl — Qp = ——— — Ay = = <0.
et " a4+ 1 " anp +1 anp+1 =

Dado que la sucesion es decreciente y acotada inferiormente, entonces del Principio
de Completez se concluye que (a,), es convergente. Es decir, lim a, = «. En
n—oo

consecuencia, de la definicién de la sucesiéon se tiene que

If If 20 o R R 1
m an = lim — o= = a=1.
n— oo +1 n—oo \ ay, + 1 a+1 a+1

En otras palabras, lim a, = 1.
n—oo
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Ejercicios

1.- Determine la convergencia de cada una de las sucesiones dadas calculando el limite,
si existe. En los ejercicios 3, 4 y 5, encuentre el término n-ésimo a,. Diga cuales son

crecientes o decrecientes.

2 3 4 5
1,-1,-1,1, =1, =1, 1, ---. b) —1,2, =2, =, ==, -
a) ) ) ) ) ) ) ) ) )37 5)7) 97
1 1 11 1 1 1 1 1 1
1, —=, —=, -, =, —=, —= d) 1
C) ) 2; 374757 6; 77 ) 9 _1’2_173 %,4_i’

e) 1’ 1 1 1 1 ‘3/7L2+2TL+3

1 2 3 4 f Ay = —F/———————u,
l=3 1=5 1-73 1l-3 ) VAn® ¥ 2n% + 3
- 1o\ h) an:cos(mr)‘
g) bn = ] 2n + 1
n+1\" . In(2n? +1
o= (222)" ) B4
n+2 n
3/n n?
_ 2 n?+1
O N S

2.- Considere las siguientes sucesiones definidas de forma recursiva. Encuentre los
primeros 10 términos. Si es posible determine el limite. Muestre que las sucesiones

son mondtonas. Suponga la convergencia de cada una de las sucesiones y calcule el

limite.
an b 1
a) ay =1, any1 =1+ b) by =2, by = —+ —.
2 ) 1 K n+1 2 + bn
) ur =3, uiﬂzun—l—& d) a1 = Vk, aiﬂzk—l—an, k>1.

3.3. Series numeéricas

La paradoja de Zendn. Un corredor desea ir de una ciudad ubicada en el punto
A hasta otra ciudad ubicada en el punto B, haciéndolo a una velocidad constante.
Notemos que para cubrir la distancia entre las ciudades, el corredor debe primero
recorrer la mitad del trayecto. Mas atn, para arribar al punto B debe primero recorrer

la mitad de la mitad restante, y asi sucesivamente. Dado que la distancia es finita y
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el corredor lleva una velocidad constante, entonces debe arribar al punto B, en un
tiempo finito. Sin embargo, aparentemente el corredor nunca alcanzaré el punto B
dado que siempre debe recorrer la mitad de cierta distancia (Paradoja de Zenon).
Con el fin de interpretar matemdaticamente esta situacién es necesario comprender
que existe un proceso de limite asociado con dicha paradoja. Supongamos que la

distancia entre Ay Bes 1. (|JAB| =1).

A

@ vl

[ IS

¢ wi—
=

[ BN

Figura 3.3.1: Representacion grafica de la paradoja de Zendn.

Si “sumamos” todas las mitades que el corredor debe recorrer el resultado final debe
ser S = 1. Es decir,

e I |

2 4 8 16 2 22 723 24 2n -
Para interpretar correctamente la anterior “suma infinita”, definamos la siguiente

sucesién de nameros reales.

1
5125
11
2=ty
1 1 1
S3==+4—+ —
3= 5 521 53

1 1 1 1 1 L. cal
Sp = §+§+§+?+----+2—n (n-ésima, suma parcial).

Con el fin de determinar el limite de la sucesion (S,,), realicemos el siguiente calculo

R P (T
"ot 2 22 93 on 2\2 22 23 24 on
15—1 1 1 1 1 1 1 1
PR AT R TR TR A TR T
1 1 1 1 1
5&‘5zw1‘5@5ﬂ
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1
En otras palabras, S,, = 1 — —. Mas aun, si denotamos con S al limite lim S,
2" n—oo

tendremos que

1 1 1
S = lim S, = lim (1—2—n>:1— lim — =1, pues lim — =0.

n—oo n—oo

1+i+i+i+.. +i+ =1
2 22 23 24 2n
como equivalente al limite
S= lm S, =1.
n—oo

DEFINICION 3.23 (Serie infinita). Dada una sucesion de ntimeros reales (a,)n,

llamaremos serie infinita asociada con (a,)n a la sucesion (S,,), definida como,
Sp=a1+az+ - +ap.

(Sn)n se conoce como sucesion de sumas parciales. En adelante denotaremos la serie

infinita asociada con (a, ), por

o0
a1+a2+...+an+...zg an:E Q.
n=1
Diremos que la serie infinita ) a,, es convergente con suma S siy sélosi lim S, = S.

n—oo

Si h;m Sy, no existe, diremos que la serie ) a,, es divergente.
n o0

EJjeEmMPLOS 3.24. 1.- De acuerdo con la discusién inicial, la serie

O
248 16

converge con suma S = 1 dado que

lim S, = lim <1i> =1.

n—o00 n—o00 on

2.- Consideremos la serie asociada con la sucesion (n),. Esto es, la serie
1+243+4+-+n+--.

Vamos a ver que esta serie es divergente. En efecto, la n-ésima suma parcial S, viene
dada por S, =1+4+2+4+4+5+---+ny ademas

1
1m1&ﬁ:qy(1+2+3+4+-~+n):1mlﬁ@i_1:al
n o0

n—00 n—00 2
3.- Consideremos la serie asociada con la sucesion

1, -1, 1, =1, 1, =1, ---.
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En este caso la serie se puede escribir como
1-1+1-141—-14+1-14--4+1—=1+---.

Recordemos que para estudiar la convergencia o divergencia de una serie tenemos que
estudiar la convergencia o divergencia de la sucesion de sumas parciales (Sy,),. En

este caso tenemos que
51:1, SQZO, 53:171%»1:1, 54:0,

Es decir, S,, = 0 para n par y S,, = 1 para n impar. Por lo tanto, lim S,, no existe,
n—oo

y en consecuencia, la serie dada diverge.
4.- Consideremos la serie asociada con la sucesion
1, 0, -1, 1, 0, -1, 1, 0, -1, ---,
lo que es equivalente a la serie
1+40-1+14+0-14+14+0-14+14+0-1+---4+14+0—-1+4---.

Estudiemos la convergencia o divergencia de la sucesion de sumas parciales (S, ). En

este caso tenemos que
S1=1,5=140=1, S3=140—-1=0, S4=1, S5=1, Sg=0, ---.

Es claro que lim S, no existe, y en consecuencia la serie es divergente.
n—oo

5.- Serie geométrica.

Abordaremos ahora el analisis de la convergencia o divergencia de una de las series

més importantes en este curso, denominada serie geométrica.

Llamaremos serie geométrica de razon r a la serie infinita definida como
(o)
Lhrr? 4™ =y "
n=0
Vamos a establecer para r € R que la serie geométrica
o0
> "
n=0
converge si y solo si |r| < 1.

La primera observacién es que para » = 1 la serie geométrica

T+ 14+1+14+1 414
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es divergente. En efecto,
S1=1,8=1+1=2,8=1+1+1=3, -+, S, =1+14---+1)=n.
Como observamos en uno de los ejemplos anteriores, lim S,, = lim n = co.
n=oo n—oo
Veamos ahora para r = —1 que la serie geométrica
1-14+1-141-14"--
también es divergente. En este caso,
S1=1,5%=1-1=0, S3=1-14+1=1, 94=0, S5=1, S5 =0, ---.
De nuevo como observamos en uno de los ejemplos, nh_}rr;(J S, no existe.
Supongamos que r # 1. Entonces observemos que
Sp=1+r+r+7% 4+ 47!
rSp=r(l4+r+ri+rd 4+ ) =r 243 4 4
Por lo tanto tenemos que
Sp—rSp=14r+r2+r3 4. g (2 )
(1=7)Sp=1+r+r+rd 4 g2 3
1-=r)Sp=1—1r"

En otras palabras,
1—r"

S = T

Como sabemos del curso de Célculo I,

0, |r] <1,
lim r" = 0, r>1,
n—oo

no existe, r < —1.

Por lo tanto, para r € R, lim S, existe si y solo si |r| < 1. Mas aun,
n— 00

1—pntt 1
lim S, = lim ( ! ): . <1
r

n—o00 n—o00 1—7r 1-—

En resumen, la serie geométrica de razon r converge si y solo si |r| < 1. Méas atn,

oo
( 1
Lbrr?rd b= 0=, < 1.

n=0

Resta decir que la serie geomeétrica de razon r diverge si y solo si |r| > 1.
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Observemos que si la serie geométrica inicia con n = 1, entonces la suma se obtiene

de la siguiente forma:

o0
ZT”:T+T2+T3+~~~+T”+~~~:7“(1+T+7“2+T3+~~~+T"+~~)
n=1

S r
n
= = 1.
7“27“ T |r| <
n=0

1 n
Asi que las series Y (5) y o (—) son convergentes. De forma similar se tiene

5\" n
que las series siguientes <§> vy (fg) son divergentes.

6.- Serie Telescopica

&)

Diremos que la serie Y a, es una serie telescopica cuando el término n-ésimo a,,
n=1

tiene la forma a,, = b,, — b,11. Se puede ver directamente que la convergencia de una

serie telescopica depende de la convergencia de la sucesion b,,. En efecto, consideremos

la sucesion de sumas parciales (Sy,)n,
Sp,=ai+as+ - --+a, = (bl—bz)+(b2—bg)+"'+(b7L—b7L+1) = (bl —bn+1).

o0
Por lo tanto, la serie telescopica > (b, —bnt1) converge siy sélosi lim b, = B. Mas
n=1 n— oo
aln,
o0

}: n = bng1) = lim S =0y — lim by =0 — B.

Para ejemplificar lo anterior consideremos las siguientes series

oo

> 747121_ T Z { 13 _ (n+ 1)1/3} .
n=1 n=1

En el primer caso, utilizando fracciones parciales tenemos que la serie es telescopica.

En efecto,

1 1 IR L D P
m2=1 (@n—-1D@2n+1) 2 |2n—1 2n+1] 2" "0

1
donde b,, = 1" Por lo tanto,

o0

1 1 & 1 1 1 1 1
272 :_Z[ - ]:—[1—hm ] —.
n:14n -1 2 2n —1 2n+1 2 n—oo 2n + 1 2

n=1
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1/3

En el segundo caso, dado que lim n'/° = oo, entonces la serie telescopica
n—oo

o0

Z {nus —(n+ 1)1/3

n=1

es divergente.

3.3.1. Propiedades algebraicas de las series. Recordemos que la convergencia
y divergencia de una serie se definen a través de la convergencia y divergencia de la
sucesion de sumas parciales asociadas a la serie dada. De otro lado, sabemos que una
sucesion (ay, ), de nimero reales se puede pensar como una funciéon f : N — R, donde
f(n) = a,. Por lo tanto, es posible sumar series y multiplicar series por escalares.

Miés atn,
TEOREMA 3.25 (Algebra de series).

1.- Linealidad. Si las series Y a, y > b, son convergentes con sumas A y B
respectivamente, entonces para cada escalar real o, la serie > (an + aby,) es

convergente y tiene suma
Z(an +ab,) = A+ aB.

2.- Convergente + Divergente. Si la serie Y a, es convergente y la serie Y b, es
divergente, entonces la serie > (an + by) es divergente.
3.- Divergente + Divergente. Si las series > a, y > b, son divergentes, entonces

la serie Y (an + by,) puede ser convergente o divergente.

Demostracién. 1.- Supongamos que las series Y a, y > b, son convergentes con
sumas A y B respectivamente. Entonces, si .S,, denota la sucesién de sumas parciales

de la serie Y a,, y S, denota la sucesion de sumas parciales de la serie Y by, entonces

lm S, =A y lim S, =B.

n—o0 n—oo

Mas atn, la sucesion de sumas parciales de la serie Y (a, + aby) es S, = Sy, + aSy.

De la propiedad de linealidad de los limites tenemos que

lim S, = lim S,, +aS, = A + aB.
n— o0

n—oo

Es decir que la serie > (a, + aby,) es convergente y tiene suma

Z(an +ab,) = A+ aB.
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2.- Supongamos que la serie Y a, es convergente y la serie Y b, es divergente.
Supongamos que la serie Y (a, + b,,) fuese convergente. Entonces por el caso anterior,

la serie

Z[(an +bn) —an] = Z bn

seria convergente. Pero por hipdtesis sabemos que la serie > b, es divergente. Esto
es una contradicciéon. En otras palabras, lo supuesto es falso. En consecuencia la

serie Y (an + by,) jdebe ser divergente!

3.- Note que si la serie > a, es divergente, entonces la serie Y (a, — ay) siempre
es convergente pues da la jserie nula! Note también, que la serie Y a, + > a, es

divergente.
EjemMPLOS 3.26. 1.- La serie
2\" 5\"
31=)] —4(-=
EE) ()]

. n n
es convergente pues las series ) (%) y o> (%) son convergentes dado que son

series geométricas con razén menor que 1.

NUORC

4 n
es divergente pues es la suma de la serie geométrica convergente > 3 <§> y la

2.- La serie

serie divergente »_ 4n (ver ejemplo arriba).

Ejercicios

Verifique las igualdades indicadas.

o /1 2\" 43 x /1 3\" 9
1. — -= = 2. — = = _.

& 1 1 X 2n+1
3. —_—— = —. 4. —— = 1.
n; (n+2)(n+3) 3 7LZ=:1 n?(n+1)2

5§< 1 )_1
= \2n+1 on+3) I3
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3.3.2. Criterio de la divergencia. Recordemos que la serie Y a, converge a la

suma S si y solo si

lim S, =5,

n—oo
donde (Sy,), es la sucesion de sumas parciales. Entonces intuitivamente es necesario
que el término n-ésimo a, de la serie cada vez sea méas pequeno. En otras palabras,
a, cada vez debe “sumar menos” para que la serie pueda converger. Este hecho se
puede apreciar en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.27. Si la serie Y a, converge, entonces lim a, = 0.

n—oo
Demostracion. Por hipotesis tenemos lim S,, = S. Ademis,
n—oo

Sp=a1+az+--+an_1+a, = -1+ an.
Es decir, a, = S, — S,_1. En consecuencia,

lim a, = lim (S, —Sp—1) = lim S,, — lim S, =5 -5 =0. O
n—00 n—oo n—00 n—oo

Este importante resultado tiene una consecuencia relevante en el analisis de la
divergencia de una serie pues la proposicién P = @ es equivalente a la proposiciéon
~ ) =~ P, donde ~ R significa la negaciéon de la proposicion R. En palabras, “P
implica @ es equivalente a que la negaciéon de ) implica la negaciéon de P”. Utilizando

este hecho se tiene el siguiente resultado conocido como criterio de la divergencia.

COROLARIO 3.28 (Criterio de la divergencia). Si lim a, # 0 o si lim a, no
n—oo n—oo
existe, entonces la serie Y a, diverge.

,n3

EJEMPLOS 3.29. 1.- Consideremos la serie Z m
3

Dado que lim — 1+ — =
e a2+ 1 2

criterio de la divergencia.

entonces la serie diverge como consecuencia del

. . 1
2.- Consideremos la serie Y (—1)" (1 + F)

1
En este caso, lim (—1)" [ 1+ — ] no existe pues el posible valor del limite oscila

entre 1 y —1 (;por qué?). De nuevo, la serie diverge como consecuencia del criterio

de la divergencia.
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OBSERVACION 3.30. Existen series Y a, convergentes y divergentes para las cuales
lim a, = 0.
n— oo

Por lo tanto en este caso no se puede concluir nada sobre la convergencia o

divergencia de la serie )_ a,.

Vamos a ilustrar lo anterior con los siguientes ejemplos:

1 1
1.- La serie > — es divergente y lim — = 0.
n n—oo n

1 1
2.- La serie Y — es convergente y por lo tanto, lim — =0.
n

n—oo N

A continuacién vamos a verificar las afirmaciones sobre divergencia y convergencia de

1 1
2n Y Xm

Iniciamos considerando el caso de la serie Y  —, denominada serie armoénica. El
n

las series

anélisis que realizaremos se basa en la comparacion de la n-ésima suma parcial S,

con la integral impropia asociada con la funcion f(z) = —, « > 1. M4s concretamente,
x

Yy
"1
S, = —

>3

k=1
: —1+1—|—1+ +1
| 203 n
1 n+1
! 1
i Z/ —dx
L1 Lo
i 1/2 — n+1
- ; g =],
1 2 3 4 n n+1 &€ zln(n—l—l).

1
Figura 3.3.2: Gréfica de y = — para z > 1.
x

Por lo tanto, lim S, > lim In(n+1) = 0o, y en consecuencia la serie armonica >, —
n—oo n—oo n

diverge.

Consideremos ahora la serie ) ; —, denominada serie 2-Serie. Efectuando un anéalisis
n

similar al caso de la serie armoénica encontramos que
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y
Yy ! n
=2 1
v Sn=) 13
k=1
—1+1+1+ +1
- 4 9 n?
1
1/4 L
/91 T ) 1"
h 5 — — | =
il/ni ' L1y
1 2 3 "p—1 1 x 1
=2 -
n

. 1
Figura 38.3.3: Gréifica de y = — con x > 1.
x

En este caso, tomando limite cuando n tiende a infinito, se tendrd que lim S, < 2.
n—oo

Ademas, la sucesion (S, ), es creciente pues los términos son positivos. Para concluir

la convergencia de (S,,), debemos recordar el siguiente resultado que es consecuencia

del Principio de Completez de los niimeros reales.

Una sucesion creciente (v, )y es convergente si y sélo si estd acotada superiormente.

Es decir, si existe un nimero real M tal que v, < M, para todon > 1.

Puesto que la sucesion (S,) es creciente y acotada, entonces converge. En otras

palabras, la 2-serie > ol convergente.

Es importante senalar que el método utilizado para determinar la convergencia y
divergencia de las series en los casos anteriores se denomina criterio de la integral, y

serd objeto de estudio mas adelante.

En particular, hemos observado que:

o0
1.- la convergencia de la integral impropia / — dz implica la convergencia de la
1T

1
2-serie ) —. Ademis,
n

o)
2.- la divergencia de la integral impropia / — dz implica la divergencia de la 1-serie
1 X

1
>~ = (serie armonica).
n
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3.3.3. Serie de términos positivos. En adelante consideraremos series Y a,, con

an > 0. En este caso la sucesion de sumas parciales (Sy,),, es creciente pues
Sp=a1+ax+--+an—1+an, =1+ an > -1 (anZO)-

En consecuencia, dado que la sucesion (S,), es creciente, entonces el Principio
de Completez implica que la convergencia de la sucesion (S,), es equivalente a
que exista M tal que S,, < M, para todo n > 1 (la sucesion (S,,), esta acotada

superiormente). Esto lo podemos resumir en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.31. Supongamos que a, > 0 para todo n > 1. Entonces, La serie de
términos positivos Y a, converge si y solo si la sucesion de sumas parciales (Sp)n
estd acotada superiormente. Equivalentemente, La serie de términos positivos > a,
diverge si y sdlo si la sucesion de sumas parciales (Sy)n es tal que nh—>120 S, = 00.

o0

. 1 . .
EJeEMPLO 3.32. Mostrar que la serie E — converge. Dado que la serie es de términos
“— n!
positivos tenemos que ver si la sucesion de sumas parciales (S,), estd acotada

superiormente.
1 1 1 1 1
k=1
11 1 1 1
“itetomtemat e,
<1 1 1 1
_1+2+2-2+2-2 2+ +2-22 2
Sl
— 2 22 23 on—1

k

Il
N =
"

IN
TN A S
SUTIL
7N

1
2

i
o

IN
(]
N
N —
N———
ES
1
—
| | =
I
[\

x 1
Es decir, S,, <2 para cada n > 1. Por lo tanto la serie > — converge.
n=1 T

oo
1
3.3.4. Criterio de la integral. Como vimos, la divergencia de la serie Z — fue
n=1 n
oo
consecuencia de la divergencia de la integral impropia / —dx. De otro lado, la
1 J/‘
[ee]

1
convergencia de la serie Z — fue obtenida de la convergencia de la integral impropia
n

n=1
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o0

/ — dz. En general, vamos a establecer que bajo ciertas condiciones sobre una
1 X

funcién continua y positiva f : [1,00) — R se tiene que

Z f(n) converge (diverge) <= / f(z) dz converge (diverge).
1

n=1

Més concretamente,

TEOREMA 3.33. Sea f : [1,00) — R una funcidn continua, positiva y decreciente tal
que
lim f(¢) = 0.

t—o0

o0 o0

La serie Zf(n) converge (diverge) si y sdlo si la integral impropia / f(z)dx
n=1 1

converge (diverge).

Demostracion. La demostraciéon consiste en acotar la n-ésima suma parcial S,, por

arriba y por abajo en términos de la integral impropia asociada con f.
Consideremos primero la grafica de la funcién f sobre [a, b].

Entonces, tomando los rectangulos por encima de la grafica de y = f(z) (ver

Figura 3.3.4(a)) encontramos que

n+1
Sn:f(1)+f(2)+~~~+f(n)2/1 f(w) da.

Considerando ahora rectangulos por debajo de la grafica de y = f(z) (ver

Figura 3.3.4(b)) obtenemos que

Por lo tanto, concluimos que

Sy = F() + 1)+ fl) < J0) + [ " ) de.

En otras palabras hemos mostrado que

/1n+1f(x) dr < 8, < f(1)+/1" Fa) d.

oo

De esta desigualdad se concluye que si la integral impropia / f(z) dx converge,
1
entonces la sucesion de sumas parciales (S,), estd acotada superiormente, y por

lo tanto converge. Mas aun, si (S,,) converge, entonces también lo hace la integral

impropia / f(z)dx. a
1



3.3. SERIES NUMERICAS 177

Yy Yy
y = f() y = f()
f(1)
f(1) 7(2)
/(i (3) — -G o
—t f(n) i : if(n)f i
1 2 3 4 7 N op+1 x 1 2 3 "m—1nm X

Figura 3.3.4: Grafica de y = f(z) con z > 1. (a) Rectangulos por encima. (b) Rectangulos
por debajo.

EjempLOS 3.34. 1.- La p-serie i % converge si y sblo si p > 1. Por lo tanto,
esta serie diverge si y solo si p §n :11 Para determinar esto, consideremos la funci6n
flz) = % para x > 1. Note que f es continua, positiva y decreciente. El caso p = 1
corresponde a la serie armonica que fue discutido con anterioridad. En este caso,

1
sabemos que la serie > — es divergente. Supongamos entonces que p # 1. Por lo

n=1
tanto,
b b
1 1 1 1
lim —dr=1lm ———— | = lim —— -1
b—oo J; P b—oo (1 —p)ap~1|,  nooo (1 —p) \ P!
PN > 17
_ 1= P
00, p<l1
Es decir,

<1 © 1
Z — converge < — dx converge <= p > 1,
n=1 np 1 zP

lo que necesariamente implica que

1 > 1
Z — diverge <— / — dx diverge < p < 1.
np 1 P

n=1
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1 1 1
En particular, las series >, — y > —575 son divergentes y las series > — v
n n

vn

1
> —5/5 son convergentes.

&, 1

2.- La serie Y, ———— converge si y s6lo si p > 1. La serie diverge si y s6lo si p < 1.

n=en(lnn)p

Para ver esto, consideremos la funciéon f(z) = W para x > 2. Note que f es
z(lnzx

continua, positiva y decreciente. Entonces,

b
In(In(zx))

L | 2’ p=1
lim ———dr = lim b

b— oo 2 x(ln :E)P b— oo 1 ‘ P 7é 1
(1 —p)(Inz)p—1l’ ’

00, p<1

- L >1

1-ppr1 P75

Es decir,
;m converge <= /2 @)y dr converge <= p> 1.

Equivalentemente tenemos que

> 1 o0 1
— i ——  _dz di <1.
;n(ln )P wverge < /2 2(In(2))? T diverge <— p<

x 3
3.- Consideremos la serie ————————— . Vamos a determinar la convergencia
P (n2 + 1)(n? + 4) &
o0 3
de la integral impropia ———— dz. Utilizando fracciones parciales
& prop /0 (22 1 1) (22 1 4) p

tenemos que
3 1 1

(22 +1)(a2+4) 22+1 a2+4

En consecuencia,
> 3 b 3
—————dz=1i ——d
/0 @+ D@2 +4) " b )y @@+ D@24
b
1 1
= 1/ -
b0 0 (x2+1 12+4) d

b1 N (b
= lim (arctan(m)‘o ~5 arctan (5) ‘ )

b— oo 0



3.3. SERIES NUMERICAS 179

Dado que
1 b T 1m ™
I _z Y= 2T\ T
Jim (arctan(b) 5 arctan (2> 55 2) )

> 3
Esto implica que la serie >’

= m converge.

Ejercicios

Diga cuales de las series dadas son convergentes, explicando la razon.

LEG(R)) 2 5(-(G))

3.3.5. Criterio de comparaciéon. Una estratégia efectiva que nos permite tener
una idea clara sobre la convergencia o divergencia de una serie consiste en analizar el
comportamiento del término a, en infinito, con el fin de efectuar una comparacion de

la serie inicial con una serie de la que conocemos si es convergente o divergente. Por

. . . . L.x n?
ejemplo, consideremos la serie de términos positivos >, ————.
n=1 2n3 +1

Observemos que cuando n tiende a infinito,

n? n?

MLl o om
2

n 1
B 1 Y 3, son comparables en infinito. Como
n n

) n?
n=1 2n3 —+ ].

En otras palabras, los términos

conclusiéon de este hecho, la serie debe ser divergente puesto que la

&)

serie armonica Y — es divergente. Para verificar esto, notemos que para n > 1,
n=1

tenemos que 2n3 + 1 < 2n3 4+ n? = 3n3. En consecuencia, obtenemos que

1 1 n? n? 1
> —

—— > = > :
2n3+1 — 3n3 2n3+1 ~ 3n3  3n
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Por lo tanto, comparando las sucesiones de sumas parciales tenemos que

LI "1 11
{ = i _— > i _— = { - - = .
Jim Sn=lm > omigzlm ) gi=lim g S=co
j=1 j=1 j=1
o 1 S n?
dado que la serie armoénica Y. — es divergente. En conclusion, la serie 5
n=1" n=1 2n° +1

también es divergente.
00 n2
Consideremos ahora la serie de términos positivos > ——————. Observemos que
n=1 2n + n< + 1
en infinito,

n? n?

S +n2+1  2n5  2n3°

’I’LZ

Asi que los términos ————— vy ——=
4 2n5+n2+1y2n3

son comparables en infinito. Por lo tanto,

00 n2
es natural esperar que la serie Y.

————— sea convergente dado que la
=120+ n2+1 & d

x 1
3-serie Z — es convergente. En efecto, notemos que para n > 1, tenemos que
n=1"7

n® +n?+ 1> 2nd. Mas aun,

1 1
< — < — <
2n5 4+ n2+1 — 2nd 2n54+n2+1

Por lo tanto, comparando las sucesiones de sumas parciales tenemos que

n .9 n

, , J ) 1 s |
= - - @ < JE— — — < .
nhrn Sn nhm E YNNI nhrn E 1 57 nhm 5 E 1 7S M
> > = LD

Jj=1

(oo}

Dado que la 3-serie > —; es convergente. Asi podemos concluir que la serie
n=1T

oo n2

ngl 2n5 =+ n2 + 1
acotada superiormente.

es convergente puesto que la sucesién de sumas parciales estd

La estrategia esbozada en estos ejemplos para analizar la convergencia o divergencia de
una serie se puede utilizar siempre y cuando podamos comparar los términos n-ésimos

de dos series de términos positivo. Mas concretamente,

TEOREMA 3.35. Supongamos que 0 < a,, < b, para todo n > 1. Entonces,
1.- Si la serie > by, converge, entonces la serie Y a, converge.

2.- Si la serie Y a,, diverge, entonces la serie Y b, diverge.
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Demostraciéon. Sean S, y S, las sumas parciales de las series San y D ba,

respectivamente. Entonces, por hipdtesis tenemos que
ar+ax+---+a, =95, Sgn:bl"‘b2+"'+bn-

Si > b, converge, entonces S, < S, < M. Esto implica que la serie > a, converge,

pues S,, estd acotada superiormente.
Supongamos ahora que la serie > a,, diverge, entonces lim S, = oo. Por lo tanto,
n oo

lim S, > lim S, = .

n— o0 n— o0
De donde, la serie Y b, diverge pues su sucesién de sumas parciales (Sy,), no esta

acotada superiormente. O

OBSERVACION 3.36. Notemos que la conclusién del teorema anterior sigue siendo

valido, si suponemos que 0 < a,, < b,, para todo n > k.

EJjemprLos 3.37. Utilizando la comparaciéon apropiada determinemos la convergencia

o divergencia de las series dadas.

1- YV
5n2 4+ 2n + 3
por lo tanto la serie es convergente. En efecto,
< 3v/n < 3yn 3
T 5n2+2n+3 = 5n2  5nd/2
3v/n
5n2 +2n + 3

3vn

57t on 13 ~ 552 en infinito, y

. Primero observemos que

Del criterio de comparacion, la serie ) converge dado que la %—serie

1
> 373 converge.

2n 2n 2 2n 2\ 1
2.- —— Dad ———— =~ — en infinito. Ent — == | =
> Bt D)3 ado que o~ — ~ ¢ en infinito. Entonces Bnt 3 (5>

en infinito. Ahora,

2n <2n_2 2n < 2\ 1
Sn+4 = 5n 5 (5bn +4)3n — \5) 3n°
2n

. . . 1
De modo que la serie converge pues la serie geométrica con razén r = -
3 )

(5n +4)3n
1 1\n
D Fe =3 (g) es convergente.

onl/3 onl/3 2/ 1
3.- % 3n+4+1' En este caso, 3n+4+1 =~ 3 <n152 ) Mas concretamente,

ont/3 ont/3 ont/3 1 1
> = = | = — .
3n3/4+1 = 3n3/4 4+ n3/t 4n3/4 (2) (nﬁ>
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2n1/3

A1 diverge dado que la %—serie N —
n

- . . 1
Del criterio de comparacion, la serie > =
niz

diverge.

4.- Consideremos la sucesion a,, dada por

2 2 2 2

07 17 71; Oa ]-a 717 2_77 8_17 2743; ﬁv .

Notemos que

a/lzoa a2:17 0/3:—17 a/4:05 0/5:1, a6:_1a
2 2 2 2
ar ?7 as ?) 0/9—?, 0/10:?,
Entonces para n > 7 tenemos que
2 3 1
Gnp = = by.

= 3n74 — 3n74 3n75

1

Dado que la serie ) b, es una serie geométrica con razén r = 3, entonces converge.

Por lo tanto, la serie a,, también es convergente (ver Observacion 3.36).

Como hemos visto, el criterio de comparaciéon requiere de la construccion de una serie
adicional para realizar el anélisis. Con el fin de facilitar la comparacién entre las series,

vamos a presentar el siguiente resultado en términos de limites.

TEOREMA 3.38 (Criterio de comparacién por paso al limite). Supongamos que

an > 0 y que b, > 0 son tales que

lim — = L.

n— 00 bn

1.- Si L > 0, entonces ambas series Y. a, y Y. b, convergen, o ambas series Y an y
> by, divergen.
2.- Si L =0, entonces,
a) sila serie > b, converge, entonces la serie Y a,, converge;
b) sila serie > ay diverge, entonces la serie > b, diverge.
3.- Si L = oo, entonces,
a) sila serie > by, diverge, entonces la serie > a,, diverge;

b) sila serie > a, converge, entonces la serie Y b, converge.

Demostracion. Supongamos que L # 0. Entonces para n suficientemente grande,

a .
los valores de b—” estan cerca de L,
n
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en)
N[
h
s
N
h

an0+1 Qn Qm

En otras palabras, existe un entero ng tal que si n > ng se tiene que
L<an<3L Lb < <3Lb
—<—=<— = - a —b,.
2 = b, 2 2 T 2

Del criterio de comparacion concluimos que ambas series convergen o divergen.

an

Supongamos que L = 0. Entonces para n suficientemente grande, los valores de 5
n

estan cerca de L = 0,

L=0 1

an0+1 Qn Qm

En otras palabras, existe un entero ng tal que si n > ng se tiene que
Gnp
0<—<1 <= 0<ay,<b,.
by,
Del criterio de comparacién concluimos que: si la serie b, converge, entonces
la serie Y a,, converge. De forma andloga, si la serie Y a,, diverge, entonces la serie
> b, diverge.

Si L = oo, entonces existe un entero ng tal que a,, > b, para n > ng. Por lo tanto: si
la serie Y b,, diverge, entonces la serie Y a,, diverge. De la misma forma, si la serie

> ay converge, entonces la serie Y b, converge.

EJEMPLOS 3.39. Determinar la convergencia o divergencia de las series dadas.

s 3n3+5n2+1'
2nt4-3n3 41
Note que en infinito
3n*4+5m°+1 1

Mt +3n3+1 n
Apliquemos el criterio de comparacién por paso al limite tomando

3n +5n% +1 1
D= sraart Y =2y
Recordemos que esta tultima serie diverge pues corresponde a la serie arménica.

Tomando limite del cociente,

3n3 +5n% +1
594 1 2.3 11 4 3
2n +?1m +1 _ gy S ton +n_37é0.

lim m —M =
n—oo 2nt +3n3+1 2

n—oo

n
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3n® 4+ 5n” +1
En consecuencia, la serie o ton 41 es divergente.
2nt+3n3 4+ 1
In(n)
2.- .
2 2n? +1

Lo primero que debemos observar en el caso de la funcion y = In(x) es que ésta se
puede comparar en infinito con cualquier potencia n® con s > 0. En efecto, utilizando

L’Hopital,

1
In(n = 1
lim ( )— lim 2 = lim =0.
n—oo NS n—oo SNS~ n—oo SnS

Por tanto, tomando s = % tenemos que en infinito

In(n) nl/? 1

m2+1  nZ  np3/2-

Tomando limite y aplicando L’Hopital,

In(n)

2 3/2]
lim 22 FL g, )
n—00 n—oo 2n2 +1

n3/2

. 1
sn'/2In(n) + —n®/? L %ln(n) +1

=1 2 =0.
ngrolo 4n n—oo  4nl/2? 0
En consecuencia, la serie Y In(n) converge dado que la serie ) converge
n 11 uencia, Tl NVer, ul Tl s nverge.
2n2 + 1 & d n3/2 g

1
3o L (2n +1)/21In(n)’

Como en el ejemplo anterior In(n) ~ n'/2. Asi en infinito

1 11
(2n+1)1/2In(n)  nl/2p1/2 -

Tomando limite y aplicando L’Hopital,

1
lim (2n+1)1/21n(n) n

300 1 = (2n + 1)1/21n(n)

n
nl/2 nl/2
= 1/ =
nvoo (<2n+ 1)1/2) (m(n)) -

Dado que el primer factor converge a 1/\/§ y el segundo converge a 400, entonces

1
lim (2n+1)'2In(n) _ -
n— 00 1 ’

n
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. . 1 . .
En consecuencia, puesto que la serie > — diverge, entonces la serie
n

1 o1
> Gnt )2 In(m) también diverge.
4- T 5n° +2n? + 1
(n+1)3"

5n3 + 2n2 + 1 ~n2

~ — en infinito.
(n+1)3" 3n

La primera observaciéon es que

Pero se puede ver directamente que cualquier potencia n® estd dominada por cualquier

funcién exponencial con base positiva. Mas concretamente, si @ > 0, tenemos que

S

lim = = 0. (i Verifiquelo aplicando L’Hépital s veces!).
n—oo q™
5n3 +2n? + 1 2 9gn 2\"
Por lo tanto, o7t an 2 ~L (2 . Tomando limite,
(n+1)3" 3n  3n 3
3 2
O EEEE 42?41 5+2/n+1/ndn?
Ii T:hrnin: 1m—_n:
n— 00 (5) n— 00 (n + ]_)2 n—00 1+ ]_/n 2
5n% +2n? +1
Asi que la serie ) n(n—:iln)?,: converge.
Ejercicios

Determinar la convergencia de las series dadas utilizando el criterio de comparacion

por paso al limite. En los ejercicios 7, 8 y 9, utilice el criterio de la integral.

Ly s 2 P41 5 & (20450 1)
n=1 VanT +1 CaS VAR 1 Cam (An? 1)
oo v/2n3 - > arctan(n o0 2
g VIS L5 arctan(n) 6. 5 sent(n)
n=1 V4n?+1 n=1 nvn+2 = VnZ + 2
o] p 1/ 0
73 pen, N o & In@nt1)
n=1 n=1 n2 —+ 1 n=1 4n
= nd+2n?+1 > (n®+1) X 1
10. _ 11. _— 12. _—
n; 3n ngl 5n (n + 1)3 nzz:l 4n 4 3n
00 3n o) 3n 3
13, 5> S 14, 5o 3T 15, & (W HDIEn+1)
n=1 2n + 4" 1 n+2n = 5n

o0 1
. . 7. .
o ) Intn(n) P = nln(n) [In(In(n))]"/*
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3.3.6. Criterio del cociente y el criterio de la raiz. El criterio de comparaciéon
expuesto en la seccidén anterior tiene como desventaja el hecho de que depende de
la construccién de una serie auxiliar. Vamos a presentar dos criterios en los que la

convergencia o divergencia sélo depende del término a.,.

TEOREMA 3.40 (Criterio del cociente y Criterio de la raiz). Supongamos que

an >0 es tal que

p= lim (cociente) 0 p= lim a, (raiz).

n—oo Ay n—oo

1. Si p <1, entonces la serie Y a, converge.
2. Si p>1, entonces la serie . a, diverge.

3. Si p =1, entonces el criterio no decide.
Demostraciéon. Supongamos que lim 3/a, = p < 1. Tomemos r tal que p < r < 1.
n— oo
Notemos que los nimeros /a,, estan cerca de p, pero lejos de r,

0 p r 1

"/ ng Sy

Por lo tanto, existe un entero ng tal que si n > ng,
Ya, <r — an < 1"
Dado que la serie geométrica > r™ converge, entonces la serie »_ a,, converge.

Cuando lim /a, = p > 1 tomamos 1 < r < p. De nuevo los nimeros /a,, estan

cerca de p, pero lejos de 7,

1 T p

"/ ng an

Por tanto, existe un entero ng tal que si n > ng, entonces
Yan, >r — an > 1"

Dado que la serie geométrica > r™ diverge en este caso, entonces la serie Y | a,, también

diverge.
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N anJrl
Supongamos ahora que lim
n—oo QA

= p < 1. Tomemos r tal que p < r < 1. Notemos

. Ap+1 , .
que los niimeros estan cerca de p, pero lejos de r,
A
0 o r 1
Ang+1 Gn41  Qm+1
Qg an am

Por lo tanto, existe un entero ng tal que si n > ng,

An+1
an

<r = apg1 <Tap.
En particular, tenemos que
2 3
Ongt1 < TOng,  Apo+2 < Tlpg+1 < T 0ngy  Onet+3 < Tangt+2 < 70y,

Por lo tanto, a,,+x < r*a,, para k > 1. En otras palabras, si hacemos n = ng + k, la

desigualdad a,,+x < 7¥a,, se transforma en

_ G,
an, < "M, = (r”;)) ™, n>ng.

Dado que la serie geométrica > r™ converge, entonces la serie »_ a,, converge.

. An+41
El caso lim ——
n—oo a,n

contrarias) y se deja como ejercicio.

= p > 1 se sigue del mismo analisis (con desigualdades

Para mostrar que el criterio no decide cuando p = 1, vamos a estudiar dos casos
importantes.

Ap+1

Supongamos que lim lim p/a, = 1. En este caso consideremos la serie
n—oo a,n n—oo

1 > 1

armoénica ) — (divergente) y la 2-serie ) — (convergente). Entonces, se puede ver
n=1" n=1"7

directamente que:

1 1
fm 2EL o 2y o HDE
n—o00 l n—oon + 1 n—o00 i n—o00 (’n + 1)2 ’
n n?

y también tenemos que

lim {/1/n= lim {/1/n? = lim ({/ 1/n)2 =1.
— 00 n—oo n—oo

n

En consecuencia, en este caso el criterio no decide.
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EJEMPLOS 3.41. Analizar la convergencia o divergencia de las siguientes series de

términos positivos

x nd41
1.- .
nzz:l 3n

En este caso vamos a utilizar el criterio de la raiz. Es decir, analizaremos el siguiente
)
limite
. afnd+1 . Vn+1
lim = lim ——.
n—o00 3n n—o00 3

Para calcular el limite resultante, utilizaremos la regla de L’Hopital. Definamos

- In(n® +1
y = ¥n3+ 1. Entonces, In(y) = M Por lo tanto,
n
1 3 1 3 2
lim In(y) = lm 2T g, 3T
n—00 n—00 n n—oo no + 1

Utilizando la continuidad de la funcién exponencial concluimos que

lim In(y
lim y = en—o ( ):60:1.
n— oo
En consecuencia, tenemos que
Wnd+1 1
lim =-<1.
n—o00 3n 3

Del criterio de la raiz, la serie es convergente.

Este ejercicio también se puede resolver utilizando el criterio del cociente. En este

caso,
(n+1)2+1
3 gn+l L (n+1)2+1 3"\ _1
nh—{r;o nd+1 - nh—>n<;lo ( n3+1 e+l | 73 <1
3n

Del criterio del cociente, la serie es convergente.

i": n! 1n(n)'

n—1 57L

2.-

En este ejercicio es mas apropiado utilizar el criterio del cociente debido a la presencia

del factorial n!, entonces,

(n+1)!n(n +1)

n ! n+1

. e ~ lim (m+1)!5™  In(n+1)

n—oo n! 1n(n) n—o0 n! 5n ln(n)
5n

(n+1)In(n+1)
neo 5 In(n)

= 00,



3.3. SERIES NUMERICAS 189

pues por la regla de L'Hopital,

., In(n+1) B n
llm ———— = lim —— =
n—o0 ln(n) n—oom + 1
Asi que esta serie es divergente pues el limite no es menor que 1.
o0 5nan

3. %

———,cona > 0.
n=1n2+1’

Vamos a utilizar el criterio de la raiz.

n

; 5na™ 3 5a
lim

5 = 11’1’17:5047
n—o00 n?+1 n—o00 nn2+1

dado que lim /n?+ 1 =1 (jverificarlo!). Del criterio de la raiz se concluye que la
n—oo
serie converge para valores de a tales que a < % y que la serie diverge para valores de

1
a tales que a > 5

. 1 . .
Més ain, si a = = la serie converge pues es comparable con la 2-serie. En efecto,

= 5" =1 1
Zn2ilzzn2+1<2ﬁ'
n=1 n=1 n=1

En resumen, la serie converge si y sélo si a < %

Ejercicios

Determinar la convergencia de las series dadas utilizando el criterio del cociente o el
criterio de la raiz (o ambos).
(450)™ > 3"n! > In(2n+1)

00
1. . . . 3.
ngl n! n=1 N" ngl VvV + 2

3

> n’In(3n+1) o 3l/n

. —_—. 5. . 6. — .
n=1 NyVn+2 ngl 4n ,;1 n?+1

< In(2n+1) < nt+1 = (n®+1)In(n)
7. —_— 7 8. . 9. —_
ngl 4n ngl 3" ngl on
& _(n*+1) SO
10. _— 11. .
ngl 4”(71 + 1)3 ngl 4n + 3”

12.
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3.3.7. Series alternantes. Diremos que una serie es alternante si tiene la forma

Z(fl)”“an, an > 0.

El analisis de la convergencia de este tipo de serie se basa en el estudio del
comportamiento de las sucesiones (S2,)n ¥ (S2n—1)n, donde S,, denota la n-ésima
suma parcial de la serie. En el caso en que la sucesion (a,), sea decreciente y

lim a, = 0, vamos a mostrar que la sucesion (Sa,), es creciente y la sucesion
n—oo

(S21,—1)n es decreciente. Dado que la sucesion (a,,) es decreciente, entonces

S1—S3=a1— (a1 —az+as) =az—az >0
53—55:a1fa2+a3—(a17a2+a3—a4+a5):a4fa520

S5—S7:a6—a720

Son—1 — Son41 = G2n — G2n41 > 0.

Es decir, (S2,—1)n es decreciente. De forma analoga, la sucesion de sumas parciales

pares (San)n es creciente dado que
Sont+2 — Son = Gan—1 — a2, > 0.
De otro lado, Sy, < Ss,_1. En efecto,

Si=a1, So=a1—ax<a1 =251, S3=a1—ax+az> S,

Si=a1—ax+az—as <53, Ss=a1—ax+az—as+as >S5y
En general,
Son =a1 —az+az— - —aap—2 + Gan—1 — G2n
<ar—az+as— - —agm—2+ am—1 = Son_1.

En consecuencia, combinando las anteriores desigualdades obtenemos que
Son < Sop—1-

Ahora, puesto que la sucesion (Sa,), es creciente y acotada superiormente por
S1, entonces converge a Sp, y como la sucesion (Sa,—1)n es decreciente y acotada

inferiormente por S5, entonces converge a Sj.
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0 Sy S4 S¢ Ss - - Sy Ss S35

Mas atn, Sp = Sy. Esto se sigue de que,

S[ — Sp = lim (Sgn,1 — Sgn) = lim agn = 0.
n— oo n— oo

0 Sy Sy4 S¢ Ss ... Sp=Sr ... S Ss S35

Por lo tanto, la serie alternante > (—1)"*'a,, a, > 0 converge. En otras palabras
hemos demostrado el siguiente resultado conocido como criterio de Leibniz para series

alternantes.

TEOREMA 3.42 (Criterio de Leibniz). Supongamos que a, > 0 y que la sucesion
(an)n es decreciente y lim a, = 0. Entonces la serie alternante > (—1)""la,

n—00
converge.

(~1)

EJEMPLOS 3.43. 1.- La p-serie alternante ) -
n

converge para p > 0.

1 . . . -
Claramente, a, = — s decreciente a cero y tiende a cero. Del criterio de Leibniz la
n

serie converge.

n
2.- Analizar la convergencia de la serie alternante B L
: Y
Primero observemos que lim - 0. Ahora mostremos que la
n—oo \/2n3 + 1
sucesion a,, = 273“ es decreciente. Para ver esto, consideremos la funcién
n
T
r) = ————. Entonces derivando,
/(@) V23 +1
323
2+ 1 — ——
() = Vet el 1ot oy
223 + 1 (223 +1)3/2 — 7~ =

Del criterio de Leibniz, la serie Y (—1)"*+! converge.

2n3 +1
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3.- Determinar la convergencia de la serie alternante

S (2E22)

3vn+1
2 2
Mostremos que la sucesién a, = ﬂ es decreciente. En efecto, definamos
3vn+1
2/ + 2
f(z) = ‘/_7

= con z > 1. Derivando obtenemos que
37 + 1 = v d

fla) = —2 AL e

GVETD?  VABVEE DR

BVr+1) 3(2yr+2)

3 2
Es decir, la sucesion a, = 3vin+2

SN es decreciente. Resta verificar que esta sucesiéon
n
decrece hacia cero. Utilizando la regla de L’Hopital concluimos que

1
2 2 n 2
lim 2yn+2 zlim%7—7£0.
n—o00 3\/ﬁ—|—1 n—><>om 3

A pesar de que esta serie es alternante y el término a, decrece, la serie no es

convergente pues el término a, no tiende a cero. En realidad esto fue lo que primero
debimos haber analizado (criterio de la divergencia).

Ejercicios

Determinar si las series alternantes dadas convergen o divergen.

=) In(n) e In(n)
2 —1)ntt—— 3. —1)ntt
n=1 n! ngl( ) \/ﬁ ngl( ) n2 +1
=) 2 & n e n!
-1 n+1 n 5. -1 n+1_- 6 1 nt+1_ "0
nz—:l( ) ns3 +1 ngl( ) 3n nzz:l( ) (271)'
s} 1 %) 2 + 1
_1)nt+1 - 1 n+1

[ee] 13”
_ L M s
n=2
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. . . 1
3.3.8. Convergencia absoluta. Recordemos que la serie arménica ) — es
n

_1)n+1

divergente y que la serie alternante armoénica es convergente. Méas

alin, notemos que

(_1)n+1 _ 1
n o n
(_1 n+1

Este simple hecho muestra que la serie ) converge, pero la serie en valor

absoluto
(_1)n+1 B 1
S|y

es divergente. Esto nos conduce a la siguiente definicion.

DEFINICION 3.44 (Convergencia absoluta y convergencia condicional).

Diremos que la serie ) a, converge absolutamente, si la serie de los valores

absolutos Y |a,| converge. Diremos que la serie > a,, converge condicionalmente,

si la serie ) a,, es convergente y la serie de los valores absolutos Y |a,| es divergente.
o . . L. (=t

De la discusién anterior, la serie alternante arménica » ~——— es

condicionalmente convergente pues es convergente y la serie de los valores absolutos
Z (_1)n+1

1
=Y — es divergente.
n 2 n &

La ventaja de considerar la convergencia absoluta radica en que la serie Y a, es
una serie de términos positivos para las cuales tenemos algunos criterios. Ademés,
la importancia de estudiar la convergencia de los valores absolutos de una serie es
que la convergencia de ésta tltima implica la convergencia de la serie misma. Mas

concretamente:

TEOREMA 3.45. Sila serie Y |an| es convergente, entonces la serie Y a,, también es

convergente.

Demostraciéon. Recordemos que la suma de una serie convergente y una serie
divergente es una serie divergente. Vamos a realizar una demostraciéon por
contradiccion. Supongamos ahora que la serie Y a, es divergente. Consideremos
by, = |an| —an > 0. Por lo tanto, la serie > b,, es una serie de términos positivos. Mas
aln,

b = lan| — an < lan| + |an| = 2[an|.
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Del criterio de comparacién concluimos que la serie Y b, es convergente. Como
estamos suponiendo que la serie Y a, es divergente, entonces la serie > b, +>_ an,

es divergente. En consecuencia, la serie Y |a,| resultaria ser divergente pues

Sbha > an=> (bntan) = (lan|—an+an) = |anl.

Esto es una contradiccién. En consecuencia lo supuesto es falso. Por lo tanto, la

serie Y a, es en realidad convergente.

EJEMPLOS 3.46. Determinar la convergencia absoluta, convergencia condicional,

convergencia o divergencia de la series dadas.

) Zcos(2n7r/5) 5 (—1)ntt
RRRETET ST

(_1)n+1

—1)"+(/n — /).
G L 2R =)

.55

Dado que la serie Y |a,| es una serie de términos positivos o nulos, entonces podemos
utilizar el criterio de la raiz y el criterio del cociente con el fin de analizar la

convergencia de la serie > a,,.

TEOREMA 3.47 (Criterio del cociente y criterio de la raiz). Consideremos la

serie Y an Y Supongamos que a, es tal que

n

p= lim
n—=o0o  |ap|

(cociente) 0 p= lim an| (raiz n-ésima).
n—oo

1.- Sip < 1, entonces la serie Y |ay| converge, y por lo tanto, Y a, también converge.
2.- Sip>1, entonces la serie Y a, diverge.

3.- Si p=1, entonces el criterio no decide.

EJEMPLOS 3.48. I.- Determinar la convergencia o divergencia de las series dadas. ;Es
la convergencia absoluta o condicional?
-1 n+1
SN Ve
2v/n* +1

En este ejemplo verifique que la convergencia es absoluta, comparando con la serie
1

ok

2.-
2 2

(_1)n+1

Bt + 1
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En este ejemplo verifique que la convergencia es condicional, utilizando el criterio de
Leibniz.

3. (L1 (2n® +1)

nl2n

En este ejemplo verifique que la convergencia es absoluta, via el criterio del cociente.

4.- z(_1)n+1L!.
n35m

En este ejemplo verifique que la serie diverge, via el criterio del cociente.

I1.- Encuentre el conjunto de « € R para los cuales la serie dada converge, diverge o

converge absolutamente.

Solucién.

(n+2)(z+3)"
D Dy e S T

En este ejemplo vamos a ver que existe R > 0 (denominado radio de convergencia) tal
que si |z + 3| < R, entonces la serie converge absolutamente, y si |+ 3| > R, entonces
la serie diverge. En efecto, utilizando el criterio del cociente en valor absoluto,

(n+1+2)z+ 3"t
(n+1)2+120t e+ (0 + D(n+3)

It =
nooo  (n+ 2z + 3" w2 ((n+ 12+ 1) (n+2)
(n2+1)27
|z + 3 i (n?+1)(n+3)  |z+3
2 aseo(R+1)2+1)(n+2) 2
. . . . . |z + 3
Por lo tanto, la convergencia absoluta estd garantizada si se tiene que . <1
Pero observemos que
3
w <les|z+3/<2 (R=2).
En otras palabras, la serie converge absolutamente (y por tanto converge) en el
conjunto
I={zeR:|z+3| <2},
el cual es un intervalo abierto de centro x = —3 y radio R = 2. Es decir,

I=(—3-2,-3+2)=(-5-1).

De nuevo por el criterio del cociente, la serie diverge para « € R tales que |z + 3| > 2.
Es decir, si z € (—o0, —5) U (—1,00). Note que podemos discutir la convergencia en

los extremos del intervalo de convergencia absoluta I = (=5, —1).
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Extremo xz = —5. En este caso la serie toma la forma

Z (n+2)(=5+3)" _ Z (n+2)(=2)" _ Z(*l)n n+2

(n?2 4+ 1)2» (n?2+1)27 n2+1
1
Esta serie es alternante. Consideremos la funcion f(z) = % para x > 1. Notemos
x
que
1 —4x — 22
f’(x):#<0, para x > 1.

(1‘2 + 1)2

Del criterio de Leibniz para series alternantes, la serie es convergente pues el término

n-ésimo tiende a cero.

Extremo xz = —1. En este caso la serie toma la forma

(n+2)(=1+3)" (n+2)2" n+ 2
Z (n? + 1)2» *ZW*ZW_,J'

L . . 1
Esta serie diverge pues es comparable con la serie armoénica » —.
n

Observemos que el radio del intervalo R = 2 se caracteriza de la siguiente forma

(n+1+2)
1 2 n—+1 1 241
1 (a1 (w4 D(n+3)
R n5oo (n+2) n—oo2((n+1)2+1)(n+2)
(n?2 +1)2n
1 (n?+1)(n+3) 1
=— lim =_.
2 n—oo ((n+ 1)2+1)(TL+2) 2
x  nla”
2.- > ——————. Utilizando el criterio del cociente en valor absoluto,
0 (n3 + 1)4”
(n + )|+
3 n+1 241 1!
lim (n+1)3+1)4 ~ lim |z (n® +1)(n+1)
n—o0 n!|z|™ n—oo 4 ((n+1)3+ 1)n!
(n3 +1)4n

el g GO el
B 4nh~>ngo (n+1P3+1) 4( )= (x #0).

Por lo tanto, la serie converge si y sélo si x = 0, pues para = # 0 se tiene que el
limite es mayor que 1. En este caso el radio del intervalo es R = 0 y en consecuencia

el intervalo I = {0}.
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Como en el ejemplo anterior, el radio del intervalo R = 0 se caracteriza de la siguiente

formas:
(n+1)!
1y (D314t 1P+ 1)(n+1)!
n—o00 n! n—oo 4 ((n —+ 1)3 -+ l)n'
(n3 4+ 1)4n

1 n*+1)(n+1) 1
— 1 -_ L = — = .
i s s LA

x (x—3)" . . .
3.- > e Utilizando el criterio del cociente en valor absoluto,
0 n:e
|IC _ 3|n+1
. (n41)lent! ., lze=3] nl!
lim —————— = lim —
n—oo |$ — 3|n n—oo e (n —+ 1)'
nlen

r—3 1
= lim | | — =0 = R=0.

n— 00 e n—+1
Por lo tanto, la serie converge para todo = € R, pues para z € R se tiene convergencia
por el criterio del cociente dado que el limite es menor que 1. En este caso el radio del

intervalo convergencia es R = oo y el intervalo de convergencia es I = (—o0,00) = R.

Como en el ejemplo anterior, el radio del intervalo de convergencia R = oo se
caracteriza de la siguiente forma:
1
(n 4 1)lentt .1 n!
— "

— = lim
n— o0

nlen

Ejercicios

I.- Determinar si las series dadas convergen absolutamente, convergen

condicionalmente o divergen.

&S 12" = (—450 x 3"n!
1. 21(_1) HF' 2. El( " : 21 —
n= . n=— n—=
> In(2n +1) > In(3n+1) < n3In(3n + 1)
= 5. —. 6. i Wl 4
2:31 vn+2 nzz:l nyn+ 2 n; 4qn
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oo gl/n x ln(2n + 1) x nt 41
7. 8. 9.
ngl n2 +1 ngl ngl 3n
& (n° +1)In(n) S n+1_ 3" o +11n(n)
10. 11. -1 — 12. -1H" .
13 00 (_1)n+1ln(—n) 14 i (71)n+1w 15. § (_1)n+1£-
T azh n?+1 Rl nt+1 n=1 3n
16. 3 (~1)"H—= 17. 3 (—1)”“@ 18. 3 (—1)"+1”2 +1
n=1 (L/ﬁ ’ n=2 ln(n) ) ) n—=2 en
— n+1 3" - n+1 1
19. -1 —. 20. -1 S
n;( ) n! n;( ) 2" +3n+1

I1.- Determine los valores de x, y o z para los cuales las series dada son absolutamente
convergentes.

X 4"z —2)

> (n® +1)In(n)(2y — 3)‘

= ol T o
i": In?(n)(2 — 52) 4 i": 3"(3z+4)
= (n241)5m T 2n 44

3.4. Series de potencias

Llamaremos serie de potencias o serie de Taylor alrededor de x = a, a una serie de

la forma

oo
Z an(r—a)" = ag+ay(z—a)+as(z—a)’+as(z—a)*+- - Fap(z—a)*+---
n=0

Cuando la serie de potencias se desarrolla alrededor de = 0 (es decir a = 0), se tiene

que
Zanx”:ao+a1x+a2x2+a3x3+~~~+akxk+~~~

y la llamaremos serie de Maclaurin.

Como hemos observado en los ejemplos anteriores, dada una serie de potencias

o0

alrededor de = a de la forma Y a,(x — a)", existen 0 < R < co y un intervalo 1
n=0

de la forma
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1- I =(a— R,a+ R), cuando 0 < R < o0,
2.- I = {a}, cuando R = 0 (en otras palabras la serie sélo converge para = a), o
3.- I = (—00,00) =R, cuando R = oo,

en donde la serie converge absolutamente. Mas ain, la serie diverge en
(—o00,a— R)J(a+ R, ).
Esta observacién se puede resumir en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.49. Dada una serie de potencias o serie de Taylor alrededor de x = a

Z an(z —a)",

n=0
eriste 0 < R < oo tal que:
&)
1.- la serie Y ap(z — a)" converge absolutamente en el intervalo abierto

n=0
I=(a—R,a+ R), cuando 0 < R < o0;
o0
2.- la serie Y an(x — a)™ diverge por fuera del intervalo [a — R,a + R], cuando

0< R<oo;
o0

3.- la serie Yy an(r—a)", converge sdlo para x = a cuando R =0 (es decir I = {a});
n=0
o0

4.- la serie Y an(x — a)™, converge absolutamente para todo x € (00,00) cuando
n=0
R = .
En adelante, R se denominard radio de convergencia e I se denominard intervalo de

convergencia.

EJeEmMpPLOS 3.50. Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia
de la serie dada. Especifique el intervalo de convergencia absoluta y de divergencia.
Analice los extremos del intervalo de convergencia absoluta.

x (z+2)"

ns1 V1

Utilizando el criterio de la raiz n-ésima en valor absoluto,

1.-

x+2 o lz 42" i |z + 2| lim :c+2|
n2 n2+1 _TLI*)I{OIO "/ 3n2+ n—oo 31”/77/2

Para calcular el limite lim */n2 41 de la forma oo vamos a aplicar la regla de
n—oo
L’Hopital. Definamos y = *%/n2 + 1. Entonces

In(n? + 1)

In(y) = *¥/n? + 1) = 2
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tiene la forma indeterminada co/oo, cuando n — co. Entonces,

2n
In(n?+1 2 2
i ROHD o2l g 20
En consecuencia,
. 3n/ 3
tm /n? +1 = e OV _ 0 g
n— o0
Asi que
i (z+2)7| |z +2]
A A | T A sy e 2k

Por lo tanto, la serie converge absolutamente para los x tales que |x+2| < 1. Es decir,
el radio de convergencia es R = 1 y el intervalo de convergencia absoluta alrededor
dex=—-2esI=(-2-1,-2+1)=(-3,-1).

Mas aun, la serie diverge para z € (—oo,—3)|J(—1,00). Solo resta analizar los

extremos del intervalo I = (-3, —2).

Extremo x = —3. En este caso la serie toma la forma
(T e
n=1 n=1 v n2 + 1 .
= (-1)"

Aplicando el criterio de Leibniz, la serie alternante .
n=1 n2 +1
(71)”

término n-ésimo a, = ————= tiende a cero y la sucesiéon (a,), es decreciente

vn?2 +1

converge pues el

(jverificarlo!).

Extremo x = —1. En este caso la serie toma la forma

(—1+42)"
e

n=1 n=1

- . . 1 & 1
Utilizando comparacion con la serie > ——= 275 Se tiene que la serie Z \/nQ—
divergente. En consecuencia, el intervalo de convergenciaes U = I U {— 3} =[-3,-1).

(2n% +1)(z —2)"
n3n

2- %
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Utilizando el criterio del cociente en valor absoluto,

(2(n+1)2 + 1)z — 2|7+

lm (n+1)3n+1 _ i lz —2| 2(n+1)2+ 1)n
n—00 (2n% + 1)|z — 2" Cnooo 3 (2n2+1)(n+1)
n3n

-2 2 12 +1 -2
_lr=2 Qo1 ln Jr-2

3 n—oo (202 +1)(n+1) 3
|z — 2|
3

< 1.

En consecuencia, la convergencia absoluta esta garantizada si se tiene que
Pero observemos que

Tz —2
En otras palabras, la serie converge absolutamente (y por tanto converge) en el
conjunto I = {z € R: |z — 2| < 3}, el cual es un intervalo abierto de centro x = 2

y radio R = 3. Es decir, I = (2—-3,2+3) = (—1,5).

De nuevo por el criterio del cociente, la serie diverge para « € R tales que |z — 2| > 3.
Es decir, si « € (—o0, —1) U (5,00). Note que podemos discutir la convergencia en los

extremos del intervalo de convergencia absoluta I = (—1,5).

Extremo z = 5. En este caso la serie toma la forma

Z (2n? +1)(5 — 2)" _ Z (2n? 4+1)3" _ Z (2n2n—|— 1).

n3" n3"
2n? +1
Esta serie diverge pues lim @n+1) = 00 # 0 (criterio de divergencia).
n—oo n
Extremo x = —1. En este caso la serie toma la forma
2n? +1)(-1—-2)" (2n2 + 1)(=3)"  — (=1)"(2n*+1)
Z n3n B Z n3n o Z n :

(—=1)™(2n2 +1)

no existe, de nuevo por el (criterio de
n

Esta serie diverge pues lim
n—oo

divergencia).

Observemos que el radio del intervalo R = 3 se caracteriza de la siguiente forma

(2(n+1)2+1)
1 n+l1 1(2 1)2+1
~ — lim % — lm 1@R+1)"+1)n
n—oo  (2n%+1) n—oo 3 (2n2 4+ 1)(n+1)
n3n
2n+1)2+1)n 1

1
5 == <<= R=3
3noee 202+ )(n+1) 3
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Ejercicios

Determine el radio y el intervalo de convergencia de la series de potencias dadas.

Analice la convergencia en los extremos del intervalo de convergencia.

xSt > (2n)lz"™ x 3z —1)"
1. 7;13n4+1 2. n; (n3)+1' 3, n; (n' )
00 (IE _ 3)n (%) (IE + 3)n (%) 2”(1‘ _ Q)n
+ ngl (3712 + 1)3n - 5 ngl % 6 ngl 2 + 3"
2 g1+ D@ +5)" = (30’ +1)(z—3)"
v n¥2( 1) : ln(n) - 5 n§2 hl(’l’L) -
(n® +1)In(n)(z + 1)”. < (n?2+1)(x+ 4)”.

9. 3

n=1 4n

10. 3o
n=2

3.4.1. Diferenciabilidad e integrabilidad de series de potencias.
Recordemos que dada una serie de potencias Y a,(z — a)", existe 0 < R < oo tal que
la serie converge absolutamente en el intervalo I = (a — R,a + R). Méas ain, cuando

0 < R < oo podemos definir una funcion f: I — R de la siguiente forma:

o0
x) = Zan(x —a)"
n=0
=ag+ai(z—a)+ay(z—a)?+az(z—a)d+-+ay(zr—a)"+ -

En primer lugar observemos que f(a) = ap. En un curso de Célculo Avanzado se
puede mostrar que una funcién f definida en términos de una serie de potencias
es diferenciable y f’ es de nuevo una serie de potencias con el mismo radio de

convergencia de f y de la forma
oo
Znan:c—a ZnJrlaon—a) x el

Notemos que f’(a) = a7. Utilizando el mismo argumento, f” es de nuevo una serie

de potencias y por lo tanto es diferenciable, ademas

o0
Znnflanxfa)”_Q, zxel.

n=2

con f”(a) = 2@2 = 2!@2.



3.4. SERIES DE POTENCIAS 203

o0

En resumen, dada f(z) = > an(z —a)™ con = € I, entonces f es una funcion
n=0

infinitamente diferenciable tal que

f(a) =ao, f'(a) =ai, f"(a)=2ay =2lay, f"(a)=3ls, -, fF(a) = klay.

) (q
Es decir, los coeficientes se calculan como ap = / k:'( ) y la serie de potencias

alrededor de x = a tiene en realidad la forma,

< £(n) (g
f(x) — Z f '( )(x _ a)n.
n=0 ’

n

(oo}
También se puede demostrar que si f(z) = an(xz — a)"™ con x € I, entonces f es
-

0
integrable sobre cualquier intervalo cerrado [c,d] C I. Mas concretamente,

d 00 d
/ f(t)dtzZan/ (t—a)"dt
c n=0 c
= (et K [(d=a)"tt = (e —a)"t!]
=2 | T .

En particular,

/:f(t)dt - nio%an/j(t—a)”dt

e +— n+1
=Yl
n+1

n=0 n=0

OBSERVACION 3.51. Utilizando las propiedades de diferenciaciéon e integraciéon se

pueden obtener nuevas series de potencias. En efecto, recordemos que la serie

e 1
geométrica Y z™ para |z| < 1 define o representa la funcion f(x) = T2 Es
n=0 —
decir,
1 o0
3.3 = " € (—-1,1).
(33) e SLNE LI

Entonces, derivando (3.3) obtenemos que

o0

ﬁ _ ann—l — Z(n+ 1)1‘"7 T & (—1, 1).
n=1

n=0
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Ahora integrando (3.3)

4 —In(1 —2) = —dt t"dt
(3.4) O e Z/
n+1 0 n
n:0n+ 1 n

Similarmente, reemplazando « por —z en la formula (3.4) se tiene que

71n1+x G(flal)v

0 equivalentemente,
o0 n+1
(3.5) n(l + z) :Z ze(—1,1).
De otro lado, reemplazando x por —z? en la serie geométrica obtenemos, para
€ (-1,1), que
1 oo oo

36 R _ 2\n — -1 n 27’7,.
(36) R DGR MC

Integrando la funcién anterior (3.6) obtenemos, para = € (—1,1), que

z 1 oo T oo 22+l
. = _ = —1)" 2n = —1)" .
(3.7) arctan(z) /0 e dt E (-1) / " dt E (—1) 11

n=0 0 n=0

Ejercicios

Encuentre la representacion en series de potencia para f(x) y determine el radio de

convergencia de la serie. Los problemas estan relacionados con la serie geométrica

g<x>=1ix=2x”7 o < 1.
n=0
1. f(z)= 1—1230' 2. f(z) = 1—}—1330' 3. f(z) =In(1+ z).
1 1 1
T 3 x?
7. f(z) = (EEE 8 fa)=5—— 9. fla)=1—0=

10. f(x) = arctan(z). 11. f(z) :/Ogin(l—y)dy. 12. f(x) z/oxarctan(z) dz.
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3.4.2. Series de potencias de las funciones exponencial, seno y coseno.
Vamos a mostrar que las funciones exponencial, seno y coseno se pueden

representar como serie de potencias alrededor de cualquier niimero a € R.

Funcion exponencial. La primera observacion es que la funcién exponencial
f(z) =e* satisface la ecuacion diferencial f/'(x) = f(x) y ademéas f(0)=1.
Supongamos que f tiene un desarrollo en serie de potencias alrededor de = = 0.

Es decir, supongamos que

oo
f(z) = E anz"
n=0
y calculemos los coeficientes a,,. De la discusion anterior,

f(@) = ao + a1z + asz” + agz’ + agz’ + -+ apa” + -

f(x) = a1 + 2a2x + 3a32® + dagr® + -+ naa" "+ (n + Dapyra"™ +---.

Utilizando que f’ = f igualamos los coeficientes correspondientes a la potencias z*.

Es decir,
ap = a1, a1 =2a2, a2=3az, az=4ag, -+, ar=(k+1)ags1.

Por lo tanto,

ap Qo az ao ag as ao ao ag
apg= a1, a2 = — az3=-—=—— Qg =—= = ... a, = —.

2 2 3 2.3 3 4 2.3-4 4 T

1
Dado que f(0) =1 = ag, entonces a,, = —- Mas aun,
n!

00 ‘X’xn T $2 $3 $4 "
e_z%“"f” _z;)n!_1+1!+2!+3!+4!+ Tt wek

Dado que la férmula anterior es valida para cada x € R, entonces x se puede sustituir

por cualquier valor real con el fin de obtener series asociadas con otras funciones,
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como por ejemplo k(xz) = e~ %, h(z) = xQem, entre otras.

e e T TR Tt s Tanl SR s Rl ok
_q, 2 e (=1)"a™
= _ﬁ+i_§+z+...+ o + ..
& O
_y e er
o n!
T 7)? z)3 )4 )"
x26ﬁ2x2(1+£+<ﬂ I V) L V) S V0 i )
1! 2! 3! 4! n!
By 252 3 T2 g £ (n+2)/2
=2 +T+?+T+E+ + ol +

. .
:ZT, I‘ER.

Funcién coseno. Observemos que la funcion g(z) = cos(z) satisface la ecuacion
diferencial ¢”(z) = —g(x) y ademés ¢g(0) = 1y ¢’(0) = 0. Supongamos que g tiene un

desarrollo en serie de potencias alrededor de x = 0. Es decir, supongamos que

g(z) = Z anx™.

n=0

Ahora vamos a calcular los coeficientes a,,. De la discusion anterior,

g(x) = ag + a1z + ax? + azx® +agxt + - Faa” -,

g (z) = a1 + 2a2x + 3asz?® + dasz® + -+ napz™ Tt + (n+ Dapp12™ + -
y
g"(x) = 2az + 3 - 2a3x + 4 -3a42® + -+ n(n—1)az" % + (n+1D)nap 12"+ - -

Dado que g(0) =1y ¢’(0) = 0, concluimos que ap =1y a3 = 0. Puesto que ¢" = —g

k encontrando que

podemos igualar los coeficientes correspondientes a las potencias x
ag = —2az, a1 =—3-2a3, az=—4-3a4, a3=—5-4as, a4 = —6"-Ddag,
De esta secuencia se concluye que,

ar = —(k+2)(k + 1)agto.

Dado que a; = 0, entonces todos los coeficientes impares deben ser cero. Esto es,

a1 =az =as =ay =+ =asgs1 = 0.
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Puesto que ag = 1 entonces se puede ver que

el gy B Lo e 1 a1
0= 2 2 T a3 T4 0T s 6l
(=D*
Por lo tanto, asy = W Como consecuencia de lo anterior
( ) ) £C2 N £C4 956 N 958 9510 N N (71)”%2’” N
cos(z)=1— — i — -
2! 4! 6! sl 10! (2n)!
B 0 (_1)n$2n
= W’ z e R.

Funcién seno. Observemos que la funcion h(z) =sen(x) satisface la ecuacion
diferencial h”(x) = —h(z) y ademéas h(0) =0, A’(0) = 1. Supongamos que h tiene

un desarrollo en serie de potencias alrededor de x = 0. Es decir, supongamos que
o0
= E anx"
n=0
Puesto que las funciones g(x) = cos(x) y h(x) = sen(z) satisfacen la misma ecuacion
diferencial, entonces los coeficientes satisfacen las mismas relaciones

ag = —20,2, a; = -3 2&3, as = —4- 3a4, as = -5 4@5, a4 = —6 - 5@6,

concluimos que
ar = —(k+2)(k + 1)agto.

Dado que h(0) = ap =0y h'(0) = a1 = 1, entonces todos los coeficientes pares deben

ser cero. Esto es,
ag =Gy = a4 = Qg = -+ = ag = 0.
Puesto que a; = 1 entonces se puede ver como en el caso de la funcion g(z) = cos(z)
que
1 1 1 (—1)k

aj ) as 7|7 5 A2k+1 (2k+ 1)'

Como consecuencia de lo anterior

@ 23 . PR + I9 211 . (—1)nz2nt .
sen(z) = ——+——-——>+———+ - F ————
3! 5! 7! 11! (Zn—l—l)!
o n 2n+1
, €R.
Z 2n+1 v

n=0
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EiempLo 3.52. Utilizar series de potencias para resolver la ecuacién diferencial
" (x) +4f(x) = 4cos(2x), sujeta a las condiciones f(0) =0 y f’(0) =0.

Supongamos que [ tiene la forma de una serie de potencias alrededor de x = 0. Es

decir,
f(x) :a0+a1$+a2x2—|—a3x3—|—a4$4_|_... .

Primero observemos que f(0) = 0 = ag. Ahora diferenciando dos veces f, obtenemos

que

f'(x) = a1 + 2azx + 3azz? + dasa® + - -

f(x):2a2+3~2a3x+4~3a4x2+5~4x3+~~~ .
Por lo tanto, f/(0) =0 = a;. Ademas,
f(x)+4f(x) = 2a2+3-2a3x + (4-3as +4as)x? + (5-4as +4az)x® + (6 - 5ag +4ay)z*
+(7-6ar +4as)z® +- -+ (n-(n—Da, +4an,_o)z" 2 4.
De otro lado,
oo
_ (=1)"(22)*"
4COS(2I) = 420: W

4.2% , 4.26 o 4.9% . 4.210
R T A Ay R TR TV R

Puesto que f”(z) + 4f(x) = 4cos(2x), vamos a igualar las dos series para calcular
los coeficientes de la serie asociada con f. En primer lugar, a3 = 0. Mas adn, los

coeficientes impares deben ser cero. Es decir,
as =as =ay =---=agy+1 =0 (jverificarlo!).

Ahora, se puede ver directamente que 2as = 4 <= as = 2. De otro lado,

A A 422 8 2
'30,44’ a9 = ol e a47*§7*§,
6 San 14 4.2t 32 2
006t Aa = e S 6= = g
4.26 128 27
8. Tag + 4ag = — <— ag = =

G T
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22n71

En general, as, = (71)"+1m. Asi que
2 2 4 2 5 27 g 10
fz) =2z TR —l—ax - +9|x +
(22)°  (22)° ()"  (22)°
=z (230 Y = ot T )= zsen(2z).

Se puede verificar directamente que f(z) = zsen(2z) satisface la ecuacion diferencial
f"(z) +4f(x) = 4cos(2x) y las condiciones f(0) = f'(0) = 0.

Ejercicios

Utilice series de potencias alrededor de cero para resolver las siguientes ecuaciones

diferenciales.

1. ¢'(z) — 2g9(x) = e**. Rta: g(z) = xe** con g(0) = 0.
2. W'(z) — Oh(x) = 263% + 1223, Rta: h(z) = 2265 con h(0) = h'(0) = 0.
3. k"(z) + 4k(z) = —4sen(2z). Rta: k(z) = x cos(2z) con k(0) =0, k¥'(0) = 1.

4. I"(x) 4+ 9(z) = 12z cos(3z) + 2sen(3z). Rta: I(z) = x* cos(3x) con [(0) = I'(0) = 0.

5. f"(x) — 42%f(x) = 27 Rta: f(z) = e con f(0) =1, f(0)=0.

3.4.3. Teorema de Taylor - Aproximacién via series de potencias. Como
hemos visto en las secciones anteriores, algunas funciones se pueden desarrollar
o representar mediante una serie de potencias en el intervalo de convergencia

I=(a—R,a+ R) cuando 0 < R < co. Es decir, para cada = € I se tiene que

fl@) =) an(z—a)"
n=0

=ag4a(z—a)+as(z—a)? +as(x—a)®+- +ap(x —a) +---.



210 3. FORMAS INDETERMINADAS Y SERIES

(n)
También aprendimos que los coeficientes a,, viene dados por a,, = / '(a) . Esto es,
n!
! a " a
f@) = fl@)+ L@ )+ T oy
" (k)
+f (a)(xia)3++f (a)(xia)k+
3! k!
Consideremos el polinomio Py, de grado k dado por
’ " (k)
Prole) = f0)+ 2 -0+ G @ o+ @t

Este polinomio se denomina polinomio de Taylor de grado k asociado con la funcién

f. Se puede observar directamente que f y Py, tienen las siguientes propiedades
fla) = Pea(a), f'(a) = Py 4(a), f'(a) =P{,(a), f"(a) =P, (a),
En otras palabras f*)(a) = P,gka) (a) para k > 0.

Interpretacién geométrica. Notemos que P q(z) = f(a) + f'(a)(z — a) es la
ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto Q(a, f(a)). Como vieron en

el curso de Calculo I, P; , es la mejor aproximacion lineal (orden 1) de f en el punto
Q(aa f(a’))
Se puede ver que

Poa(e) = f(0) + F@)a - @) + T (@~ ay?

corresponde a la mejor aproximacion cuadrética en el punto Q(a, f(a)).
En general, P, , corresponde a la mejor aproximacién de f por un polinomio de orden

k en el punto Q(a, f(a)).

En un curso de Célculo Avanzado o Anélisis Matemético se puede establecer el

siguiente resultado.

TEOREMA 3.53 (Teorema de Taylor con resto). Supongamos que la funcion f se

puede representar mediante la serie de potencias

/(@)
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en el intervalo de convergencia I = (a — R,a + R). Entonces para k € N dado, Py,

es el inico polinomio de orden k que satisface las k + 1 condiciones
f(@) = Preala), f'(a) = P 4(a), f"(a) = F{,(a), -, [¥(a) = P ().
Mads ain, si Riq(x) = f(x) — Pro(x) con x € I, entonces

lim [f(z) — Pro(x)] = lim Ry (z) =0,

n—oo n—oo
para todo x € [a —7r,a+s] C I conr,s < R. La funcion Ry, se denomina k-resto de

Taylor.

OBSERVACION 3.54 (Aproximacién via el Teorema de Taylor con resto). El
Teorema de Taylor con resto realmente establece que una funcién f representada por
su serie de Taylor puede ser aproximada alrededor de x = a por su polinomio de
Taylor Py, de orden k, pues el resto de Taylor Ry, tiende a cero uniformemente
en cualquier subintervalo cerrado de (a — R,a + R). Este hecho puede ser utilizado
para estimar integrales definidas, pues es mucho mas sencillo realizar calculos para
un polinomio, que para una funcién arbitraria. Lo anterior lo vamos a ilustrar con

algunos ejemplos y ejercicios.

1

EJEMPLOS 3.55. 1.- Estimar la integral definida / e dr. La primera observacién
0

es que el Teorema Fundamental del Célculo garantiza que la funcion f(z) = e’

tiene una antiderivada en [0, 1], pero se puede mostrar que ésta no tiene una férmula

cerrada simple. En realidad, la antiderivada viene definida por

F(z) = / et dt.
0

Para estimar esta integral podemos aproximar f hasta un cierto orden por el polinomio
de Taylor. Para ello,
2 4 .6

2 (a2 ¢
€ = Z;) ol =1- 0 + o g + R&O(J)) = P@@(l‘) + Rﬁ,o(x).

Entonces podemos estimar la integral como

1 1 1 2 4 6
/ e dmz/ PG,O(:E)dx:/ (1x_|+x_|x_|> dx
0 0 0 1! 21 3!

x3 n oz ! 26
= xr — — _— — = —.
3 10 42], 35

Como ejercicio efectuar aproximaciones de orden 8 y 10.
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4
2.- Estimar la integral / xsen(y/z) dz. Recordemos que
0

> x5 a7
sen(z) =z ?er FJr
Entonces para z > 0,
3/2 5/2 5/2 7/2
xsen(ﬂ)—x<x1/2%+%~u> zx3/27%+€70.

Por lo tanto, podemos aproximar la integral mediante,

4 4 5/2  ,7/2
dr =~ 32 T T )y
/0 xsen(v/z) dx /0 (x 5 + 190 ) ¢

945/2  47/2 . 29/27%
5 21 ' 540 |,

~
~

64 128 128 7232

% T o1 T135 T o1

Ejercicios

Utilice series de Taylor para obtener una aproximacion de la integral definida tomando

los tres primeros términos de la serie asociada con el integrando.

1 1
1. / t2 cos(V/2t) dt. 2. / (z+ 1)6722 dz.
0 0

1 1/4
3. /0 Visen(Vt) dt. 4./0 win(1 + v2w) dw.

3.5. Evaluaciéon del Tercer Capitulo

1. a) Determine la convergencia o divergencia de la integral impropia

oo efz
——dz.
/0 Je T +1
b) Evalue el siguiente limite

T
3
im — sen”(t) dt.
rz—0t :C3 0 ( )
¢) Evalue el siguiente limite

lim [1 4 cos(z)]t*n(®),

™ —
z—%
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. Determine la convergencia o divergencia de las series dadas, justificando sus

respuestas
> 2ln(n)+n o 2" — 3" LS n
- b _—. c 1)t —
® 2 () + 1 IR RT ) VT e

. Determine la convergencia o divergencia de la serie

i n*(In(n))?
— 3 +1 °

. Utilice el criterio de la integral para determinar la convergencia o divergencia de

la serie

2V 1n
. Determine el radio de convergencia, el 1ntervalo de convergencia absoluta y analice

la convergencia en los extremos del intervalo de convergencia para la serie de

potencias
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. Responda uno y sélo uno de los siguientes enunciados.

a) Encuentre la serie de potencias alrededor de x = 0 de la funcion
f(z) =In(1 + 2?), |z| < 1.
b) Resuelva la ecuacion diferencial utilizando series de potencia alrededor de x = 0
() +2f(x) =0, sujetaaque f(0)=1.
¢) Encuentre una aproximacion de la integral definida
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sumando los tres primeros términos de la serie asociada alrededor de x = 0.



